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PrzedmowaW zbiora
h zada« ze wst�pu do matematyki zadania zazwy
zaj s¡ takpogrupowane, by doty
zyªy poj�¢ z posz
zególny
h dziaªów, omawiany
h wrama
h tego przedmiotu (taki
h jak �Funk
je�, �Rela
je� 
zy �Mo
e zbiorów�).Jest to uzasadnione, gdy» studen
i poznaj¡ kolejne poj�
ia suk
esywnie inieuprawnionym byªoby o
zekiwanie, »e b�d¡ w stanie rozwi¡zywa¢ zada-nia, doty
z¡
e 
aªego materiaªu. Z takimi spotykaj¡ si� na ogóª dopiero naegzaminie.Przygotowuj¡
 ten zbiór zada« 
h
iaªem odej±¢ od opisanej powy»ej za-sady. Zebrane w nim zadania wymagaj¡ 
aªo±
iowej wiedzy ze wst�pu domatematyki. Wa»ne jest te», by materiaª ten byª nie tylko opanowany, aletak»e dobrze zrozumiany. Wiele z ty
h zada«, 
ho¢ wygl¡da skomplikowa-nie, ma w rze
zywisto±
i krótkie rozwi¡zania, a gªówna i
h trudno±¢ polegana tym, »e wyst�puj¡
e w ni
h obiekty maj¡ do±¢ skomplikowan¡ natur� iwymagaj¡ wªa±nie dobrego zrozumienia. Z ty
h te» powodów zbiór dobrzenadaje si� do przygotowa« przedegzamina
yjny
h.Do wszystki
h zada« opra
owane s¡ zarówno wskazówki, jak i odpowiedzi.Dzi�ki temu osoby, które preferuj¡ samodzielne rozwi¡zywanie zada«, a niemaj¡ pomysªu, jak za
z¡¢, mog¡ najpierw skorzysta¢ ze wskazówki.Wszystkie de�ni
je poj�¢ i ozna
zenia s¡ zgodne z podr�
znikiem [2℄. Wrozwi¡zania
h nie dowodz� faktów, które zostaªy udowodnione w tym pod-r�
zniku.Autor prosi o zgªaszanie mu wszelki
h uwag, doty
z¡
y
h niniejszegozbioru, w sz
zególno±
i przeo
zony
h pomyªek i bª�dów, pod adresemJan.Kraszewski�math.uni.wro
.pl .Niniejszy skrypt zostaª przygotowany i s�nansowany w rama
h projektuMinisterstwa Nauki i Szkolni
twa Wy»szego �Zamawianie ksztaª
enia na kie-runka
h te
hni
zny
h, matematy
zny
h i przyrodni
zy
h - pilota»�, wspóª�-nansowanego przez Uni� Europejsk¡ w rama
h Europejskiego Funduszu Spo-ªe
znego. Jan Kraszewskii



Rozdziaª 1Zadania1. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R, a D �dowolnym podzbiorem zbioru R.(a) Wyja±ni¢ sªowami (bez u»y
ia symboli), jak¡ wªasno±¢ zbioru D opisujezdanie
(∀x ∈ D)(∃y ∈ D) x 6= y.(b) Zapisa¢ symboli
znie wyra»enieRodzina zbiorów {A,B,C} jest rodzin¡ rozª¡
zn¡.(
) Czy warunek (A \B)∪C = C jest warunkiem konie
znym do tego, by

A ⊆ C? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy je±li P(A)∩P(B) = {∅}, to mo»e zaj±¢ B×C ⊆ C×A? Odpowied¹uzasadni¢.(e) Poda¢ jak najsªabszy warunek na mo
e zbiorów A i B, wystar
zaj¡
ydo tego, by A \B ∼ R. Odpowied¹ uzasadni¢.2. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi, ró»nymi podzbiorami zbioru R.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia. W podpunk
ie (ii) niewolno u»y¢ kwanty�katorów.(i) Ka»dy podzbiór zbioru A zawiera si� zbiorze B lub jest rozª¡
znyz pewnym niepustym podzbiorem zbioru C.(ii) Rodzina {A,B,C} jest antyªa«
u
hem w zbiorze 
z�±
iowo upo-rz¡dkowanym 〈P(R),⊆〉.(b) Czy je±li A× B 6⊆ C × C, to A 6⊆ C i B 6⊆ C? Odpowied¹ uzasadni¢.1



(
) Czy je±li A△ B ⊆ C, to A ∩ B = ∅ ⇒ B ⊆ C? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy je±li istniej¡ surjek
ja f : B → C i injek
ja g : C → B, to B ∼ C?Odpowied¹ uzasadni¢.3. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi, ró»nymi podzbiorami zbioru N.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia. Nie wolno u»y¢ symbolumo
y zbioru | |.(i) Niesko«
zenie wiele li
zb parzysty
h nale»y do zbioru A.(ii) Rodzina {A,B,C} jest podziaªem zbioru N.(b) Udowodni¢, »e je±li A ∩B ∩ C 6= ∅, to A× C = B × C ⇒ A = B.(
) Czy je±li A ∩ B = A ∪ C, to C ∩ (B \ A) = ∅? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Nie
h D = {n ∈ N : (∃k ∈ N)n = 3k}. Czy je±li |D \ A| < ℵ0, to
D ∼ A? Odpowied¹ uzasadni¢.4. Nie
h A,B i C b�d¡ dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia.(i) Ka»dy niepusty podzbiór zbioru A, który nie jest podzbioremzbioru B, jest podzbiorem zbioru C.(ii) Rodzina zbiorów {A,B,C} nie jest rodzin¡ zbiorów parami roz-ª¡
zny
h.(b) Czy z faktów, »e A ∩ C = B ∩ C i A \ C = B \ C wynika, »e A = B?Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Czy z faktu, »e A∪C 6= B∪C wynika, »e A 6= B? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy z faktu, »e zbiory A i B s¡ niesko«
zone wynika, »e A ∼ B?Odpowied¹ uzasadni¢.5. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi, ró»nymi podzbiorami zbioru R.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia.(i) Dokªadnie dwa spo±ród zbiorów A,B,C s¡ niepuste.2



(ii) Zbiór A nie jest ograni
zeniem górnym rodziny {B,C} w zbiorze
z�±
iowo uporz¡dkowanym 〈P(R),⊆〉.(b) Czy warunek A× B ⊆ C jest warunkiem wystar
zaj¡
ym do tego, by
A = ∅? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Czy je±li P(C) ⊆ P(A) ∩ P(B), to C ⊆ A ∩B? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Nie
h f : R → R oraz A ⊆ R. Czy z faktu, »e funk
ja f ↾ A jestsurjek
j¡ wynika, »e funk
ja f jest surjek
j¡? Odpowied¹ uzasadni¢.6. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi, ró»nymi podzbiorami zbioru R.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia.(i) Ka»dy element zbioru A nale»y do dokªadnie jednego ze zbiorów

B i C.(ii) Rodzina {A,B,C} nie jest ªa«
u
hem w zbiorze 
z�±
iowo upo-rz¡dkowanym 〈P(R),⊆〉.(b) Udowodni¢, »e je±li niepuste zbiory A, B i C speªniaj¡ warunek (i) zpodpunktu (a), to speªniaj¡ warunek (ii) z podpunktu (a).(
) Czy je±li C × B ⊆ C ×A, to B ⊆ A? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy je±li istnieje injek
ja f : R → A, to warunek A ∩ B 6= ∅ jestwarunkiem wystar
zaj¡
ym na to, by istniaªa surjek
ja g : A∩B → R?Odpowied¹ uzasadni¢.7. Nie
h A,B,C b�d¡ dowolnymi niepustymi, ró»nymi podzbiorami zbioru
R.(a) Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e wyra»enia.(i) Do zbioru A nale»¡ wszystkie ograni
zenia dolne zbioru B ∪ C.(ii) Rodzina {A,B,C} jest podziaªem zbioru R.(b) Poda¢ przykªad zbiorów A,B,C, speªniaj¡
y
h koniunk
j� warunkówz podpunktu (a).(
) Czy z faktu, »e B ⊆ A ∪ C wynika, »e C ⊆ (A ∪ B ∪ C) \ (A \ B)?Odpowied¹ uzasadni¢. 3



(d) Zakªadamy, »e (A×C)∩ (C ×B) 6= ∅. Czy mo»e zaj±¢ A∩B ∩C = ∅?Odpowied¹ uzasadni¢.(e) Czy z faktu, »e 0 < |(A× A)△ (B × B)| < ℵ0 wynika, »e zbiór A jestsko«
zony? Odpowied¹ uzasadni¢.8. Rozwa»amy funk
j� f : Z → N dan¡ wzorem f(x) = x2 + x.(a) Wyzna
zy¢ f [A], gdzie A = [−2, 1] ∩ Z.(b) Wyzna
zy¢ f−1[B], gdzie B = {x ∈ N : |x− 1| ≤ 2}.(
) Czy funk
ja f jest �na�? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Zde�niowa¢ funk
j� g : Z → Z tak, by obraz rng(g) byª zbiorem nie-sko«
zonym i funk
ja f ◦ g byªa ró»nowarto±
iowa. Odpowied¹ uzasad-ni¢.(e) Czy istnieje funk
ja h : Z → Z taka, by funk
ja f ◦ h byªa �na�?Odpowied¹ uzasadni¢.9. Rozwa»my funk
j� f : R → (0,+∞) dan¡ wzorem f(x) = x2 + 1.(a) Wyzna
zy¢ (f ◦ f)(x2 + 1).(b) Wyzna
zy¢ f [A], gdzie A = [−2, 1].(
) Wyzna
zy¢ f−1[B], gdzie B = (2, 3).(d) Rozwa»my funk
j� gα : R → R, zadan¡ wzorem gα(x) = f(x−α) (gdzie
α ∈ R jest parametrem). Wyzna
zy¢ zbiór

C = {α ∈ R : gα jest funk
j¡ ró»nowarto±
iow¡}.Odpowied¹ uzasadni¢.10. Nie
h F : NN → NN b�dzie funk
j¡ zadan¡ wzorem F (f) = f ◦ f . Nie
h
idN ∈ NN ozna
za funk
j� identy
zno±
iow¡. Nie
h h ∈ NN b�dzie funk
j¡zadan¡ wzorem h(x) = 0.(a) Poda¢ przykªad funk
ji g ∈ NN\{idN, h} takiej, »e F (g) = g. Odpowied¹uzasadni¢.(b) Czy funk
ja F jest injek
j¡? Odpowied¹ uzasadni¢.4



(
) Udowodni¢, »e je±li F (f) = idN, to funk
ja f jest bijek
j¡.(d) Znale¹¢ zbiór A ⊆ NN jak najwi�kszej mo
y, o nast�puj¡
ej wªasno±
i:
A ⊆ F−1[{h}].11. Nie
h π2 : R2 → R b�dzie rzutem na drug¡ o± (tzn. π2(x, y) = y).Rozwa»amy funk
j� F : P(R2) → P(R) zadan¡ wzorem F (X) = π2[X ].(a) Czy funk
ja F jest ró»nowarto±
iowa? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy funk
ja F jest surjek
j¡? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Wyzna
zy¢ F−1[{{−1}}].(d) Nie
h g : R → R b�dzie funk
j¡ zadan¡ wzorem g(x) = x2. De�niujemyfunk
j� G : P(R) → P(R) wzorem G(X) = g−1[X ]. Czy istnieje zbiór

A ⊆ R2 taki, »e |G ◦ F (A)| = 3? Odpowied¹ uzasadni¢.12. Nie
h funk
ja F : NN → P(N) b�dzie zadana wzorem F (f) = f−1[{1}].(a) Czy funk
ja F jest ró»nowarto±
iowa? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy funk
ja F jest �na�? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Nie
h S ⊆ NN b�dzie zbiorem wszystki
h funk
ji staªy
h. Wyzna
zy¢
F [S].(d) Wyzna
zy¢ |F−1[{{1}}]|. Odpowied¹ uzasadni¢.13. Nie
h A = {f ∈ NN : f nie jest surjek
j¡} i nie
h funk
ja F : A → P(N)b�dzie zadana wzorem F (f) = rng(f).(a) Czy funk
ja F jest ró»nowarto±
iowa? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy funk
ja F jest �na�? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Nie
h B = {f ∈ A : f jest ograni
zona}. Wyzna
zy¢ F [B].(d) Nie
h C = {{0, 1}}. Wyzna
zy¢ |F−1[C]|. Odpowied¹ uzasadni¢.14. Nie
h f, g, h ∈ NN b�d¡ funk
jami danymi wzorami f(x) = 2x, g(x) =

x2 − 2x + 2 i h(x) = 0. Nie
h funk
ja F : NN → NN b�dzie dana wzorem
F (ϕ) = ϕ ◦ f . 5



(a) Czy prawd¡ jest, »e g[A] ∩ g[B] 6= ∅ ⇒ A ∩ B 6= ∅?(b) Czy funk
ja F jest ró»nowarto±
iowa?(
) Czy g ∈ F−1[{f}]?(d) Wyzna
zy¢ |F−1[{h}]|.Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadni¢.15. Nie
h X = {x ∈ N : x ≤ 6}.(a) Czy istnieje funk
ja f : X → X taka, »e f ◦ f = idX i (∀x ∈ X) f(x) 6=
x? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Rozwa»my funk
j� g : X → X dan¡ wzorem g(x) = |x−2|. Uzasadni¢,»e nie istnieje 
z�±
iowy porz¡dek � na zbiorze X taki, »e

(∀x ∈ X) x � g(x).(
) Rozwa»my funk
j� h : X×N → X×N dan¡ wzorem h(x, y) = 〈x, x+y〉.(i) Wyzna
zy¢ h−1[{〈3, 2〉}].(ii) Wyzna
zy¢ | rng(h)|. Odpowied¹ uzasadni¢.16. Nie
h R i S b�d¡ rela
jami na zbiorze A = {x ∈ N : x ≤ 10}, zde�nio-wanymi nast�puj¡
o:
xRy ⇔ (∃k ∈ Z) x2 − y2 = 5k, xSy ⇔ x · y 6= 8.(a) Uzasadni¢, »e R jest, a S nie jest rela
j¡ równowa»no±
i.(b) Wyzna
zy¢ [2]R.(
) Wyzna
zy¢ |A/R|. Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy R ∩ S jest rela
j¡ równowa»no±
i? Odpowied¹ uzasadni¢.17. Nie
h I = {2, 3, 5, 7}. Nie
h R ⊆ N+ × N+ b�dzie rela
j¡ równowa»no±
izadan¡ warunkiem

xRy ⇔ (∀p ∈ I)(p|x⇔ p|y).(a) Czy 12 ∈ [18]R?(b) Czy {2n+ 1 : n ∈ N} ∈ N+/R? 6



(
) Czy rela
ja R ◦R jest spójna?(d) Wyzna
zy¢ |N+/R|.Wszystkie odpowiedzi uzasadni¢.18. Dla ka»dego n ∈ {0, 1, 2} na zbiorze NN de�niujemy rela
j� równowa»no±
i
Rn warunkiem

f Rn g ⇔ (∀k ∈ N)(f(k) > n⇔ g(k) > n).Nie
h ϕ, ψ ∈ NN b�d¡ funk
jami, zadanymi wzorami ϕ(x) = 0, ψ(x) = x.(a) Wyzna
zy¢ [ϕ]R0
.(b) Wyzna
zy¢ |[ϕ]R1
|. Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Czy ψR1 ◦R2 ϕ? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Wyzna
zy¢ |NN/R1
|. Odpowied¹ uzasadni¢.19. Rozwa»my funk
j� f : Z2 → Z zadan¡ wzorem f(x, y) = x2 − y. Nie
h Rb�dzie rela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze Z2, zadan¡ warunkiem

〈x, y〉R 〈a, b〉 ⇔ f(x, y) = f(a, b).(a) Czy funk
ja f jest �na�? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Wyzna
zy¢ klas� abstrak
ji [〈0, 0〉]R.(
) Wyzna
zy¢ obraz klasy abstrak
ji f [[〈2,−3〉]R].(d) Nie
h A ⊆ Z2 b�dzie niesko«
zonym zbiorem, który z ka»d¡ klas¡ abs-trak
ji rela
ji R ma 
o najwy»ej jeden wspólny element. Czy funk
ja
f ↾A jest ró»nowarto±
iowa? Czy jest �na�? Odpowiedzi uzasadni¢.(e) Nie
h X = {0, 1, 2}. Wyzna
zy¢ |X2/R↾X2|. Odpowied¹ uzasadni¢.20. Nie
h π1, π2 : R2 → R b�d¡ rzutami odpowiednio na pierwsz¡ i drug¡o± (tzn. π1(x, y) = x, π2(x, y) = y). Na zbiorze P(R2) de�niujemy rela
j�równowa»no±
i R warunkiem

ARB ⇔ π1[A] = π1[B].(a) Nie
h C = {〈x, y〉 ∈ R2 : xy = 1}. Czy C ∈ [R2]R? Odpowied¹ uzasad-ni¢. 7



(b) Poda¢ przykªad zbioru D ∈ [R2]R, takiego »e |π2[D]| = 2.(
) Wyzna
zy¢ [{〈0, 0〉}]R.(d) Nie
h E = R \ Q. Czy istnieje zbiór F ∈ [E × N]R, taki »e |F | = ℵ0?Odpowied¹ uzasadni¢.21. Nie
h T b�dzie rela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze NN zadan¡ warunkiem
〈an : n ∈ N〉T 〈bn : n ∈ N〉 ⇔ a0 = b0.Nie
h 〈cn : n ∈ N〉 b�dzie 
i¡giem, zadanym warunkiem (∀n ∈ N) cn = 0.(a) Poda¢ przykªad 
i¡gu 〈dn : n ∈ N〉, ró»nego od 
i¡gu 〈cn : n ∈ N〉 itakiego, »e

[〈cn : n ∈ N〉]T ∩ [〈dn : n ∈ N〉]T 6= ∅.Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Opisa¢ zbiór ilorazowy NN/T .(
) Jaka jest mo
 zbioru NN/T ? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Pokaza¢, »e |[〈cn : n ∈ N〉]T | = c.22. Nie
h R b�dzie rela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze P(Z) zadan¡ warunkiem
ARB ⇔ (∃x ∈ Z)B = A+ x,gdzie A + x = {a+ x : a ∈ A}.(a) Czy {1, 2, 4} ∈ [{5, 7, 8}]R? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy istnieje pi�
ioelementowa klasa abstrak
ji rela
ji R? Odpowied¹uzasadni¢.(
) Wyzna
zy¢ |{A ∈ (P(Z))/R : (∀B ∈ A)|B| = 1}|. Odpowied¹ uzasad-ni¢.(d) Udowodni¢, »e |{A ∈ (P(Z))/R : (∀B ∈ A)|B| = 2}| = ℵ0.(e) Wyzna
zy¢ |P(Z)/R|. Odpowied¹ uzasadni¢.23. Rozwa»my rela
j� równowa»no±
i R na zbiorze funk
ji ZN zadan¡ warun-kiem

f R g ⇔ (∀n ∈ N)(f(n) ≥ 0 ⇔ g(n) ≥ 0).8



(a) Nie
h funk
je f, g ∈ ZN b�d¡ zadane wzorami f(n) = n2−1 i g(n) = n.Czy [f ]R = [g]R? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Wyzna
zy¢ klas� abstrak
ji funk
ji h ∈ ZN, zadanej wzorem h(n) =
(−1)n.(
) Znale¹¢ zbiór A ⊆ ZN jak najwi�kszej mo
y, maj¡
y nast�puj¡
¡ wªa-sno±¢:

(∀f, g ∈ A) f 6= g ⇒ ¬f R g.24. Nie
h R b�dzie rela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze P(Z) zadan¡ warunkiem
ARB ⇔ (A ⊆ Z\N∧B ⊆ Z\N∧A = B)∨(A 6⊆ Z\N∧B 6⊆ Z\N∧A∩N = B∩N).(a) Czy {2n+ 1 : n ∈ N} ∈ [{1}]R? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Poda¢ przykªad zbioru C ⊆ Z, takiego »e |[C]R| < ℵ0. Odpowied¹uzasadni¢.(
) Poda¢ przykªad niesko«
zonego zbioru D ⊆ Z takiego, »e

D ∈ [{x ∈ Z : |x+ 1| ≤ 1}]R.(d) Wyzna
zy¢ |[Z]R|. Odpowied¹ uzasadni¢.(e) Wyzna
zy¢ |P(Z)/R|. Odpowied¹ uzasadni¢.25. Nie
h X = {n ∈ N+ : n ≤ 6}. Nie
h funk
ja f : X → X b�dzie danawzorem f(x) = [
√
3x], gdzie [x] ozna
za najwi�ksz¡ li
zb� 
aªkowit¡ niewi�ksz¡ od x ∈ R. Na zbiorze P(X) de�niujemy rela
j� równowa»no±
i Rwarunkiem

ARB ⇔ f [A] = f [B]oraz rela
j� S warunkiem
AS B ⇔ f−1[A] ⊆ f−1[B].(a) Wyzna
zy¢ [∅]R.(b) Czy {3, 6}S ◦R {4}? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Wyzna
zy¢ |P(X)/R|. Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Wyzna
zy¢ najwi�kszy zbiór C ∈ P(X), dla którego rela
ja S ↾P(C)jest rela
j¡ 
z�±
iowego porz¡dku. Odpowied¹ uzasadni¢.9



26. Nie
h X = {(a, b) : a ∈ R ∧ b ∈ R ∧ a < b}. Rozwa»my zbiór 
z�±
iowouporz¡dkowany 〈X,�〉, gdzie
I � J ⇔ inf I ≤ inf J ∧ sup I ≤ sup J.(a) Czy istnieje J ∈ X nieporównywalny z przedziaªem (0, 2) i taki, »e

J � (1, 3)? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Poda¢ przykªad nieprzeli
zalnego antyªa«
u
ha w X .(
) Poda¢ przykªad niesko«
zonego ªa«
u
ha w X , którego »adne dwa ele-menty nie s¡ rozª¡
zne.(d) Czy w zbiorze A = P([0, 1]) ∩X istnieje element maksymalny? Odpo-wied¹ uzasadni¢.27. Nie
h ≤1 b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze R, zadanym warun-kiem
x ≤1 y ⇔ (∀z ∈ R)(x < z ⇒ y < z).Poni»sze pytania doty
z¡ zbioru uporz¡dkowanego 〈R,≤1〉.(a) Czy 3 ≤1 π? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy porz¡dek ≤1 jest liniowy? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Wskaza¢ podzbiór B ⊆ R, w którym nie ma elementu maksymalnego i

supB = 2.(d) Nie
h ≤2 b�dzie ob
i�
iem rela
ji ≤1 do zbioru N. Czy dla dowolny
h
x, y ∈ N prawd¡ jest, »e

x ≤2 y ⇔ (∀z ∈ N)(x < z ⇒ y < z)?Odpowied¹ uzasadni¢.28. Nie
h rela
ja � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze N2, zadanymwarunkiem
〈x, y〉 � 〈a, b〉 ⇔ (x = a ∧ y = b) ∨ (x < a ∧ y < b).(a) Poda¢ przykªad niesko«
zonego antyªa«
u
ha w N2.(b) Wyzna
zy¢ zbiór elementów minimalny
h w N2.10



(
) Nie
h π : N2 → N b�dzie rzutem na pierwsz¡ o± (tzn. π(x, y) = x). Czyistnieje niesko«
zony ªa«
u
h L ⊆ N2 taki, »e |π[L]| < ℵ0? Odpowied¹uzasadni¢.29. Nie
h X = {(a, b) : a ∈ R ∧ b ∈ R ∧ a < b}. Rozwa»my zbiór 
z�±
iowouporz¡dkowany 〈X,�〉, gdzie
I � J ⇔ I = J ∨ sup I ≤ inf J.(a) Czy istnieje J ∈ X taki, »e (0, 1) ≺ J ≺ (1, 2)? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy w P((−∞, 1)) ∩ X istnieje element najwi�kszy? Odpowied¹ uza-sadni¢.(
) Poda¢ przykªad niesko«
zonego antyªa«
u
haA ⊆ X , takiego »e ⋂

I∈A

I = ∅.(d) Czy istnieje nieprzeli
zalny ªa«
u
h w X? Odpowied¹ uzasadni¢.30. Nie
h � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze N+ zadanym wzorem
x � y ⇔ (2|x ∧ 2|y ∧ (∃k ∈ N) y = 2kx) ∨ (26 |x ∧ 26 |y ∧ x ≤ y).Pytania doty
z¡ zbioru 
z�±
iowo uporz¡dkowanego 〈N+,�〉.(a) Czy 2 � 12? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy w zbiorze N+ istnieje element maksymalny? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Poda¢ przykªad niesko«
zonego antyªa«
u
ha w zbiorze N+.(d) Czy istnieje element z ∈ N+, który ma dwa nieporównywalne poprzed-niki (element t ∈ N+ nazywamy poprzednikiem elementu z ∈ N+, gdy
t ≺ z)? Odpowied¹ uzasadni¢.31. Nie
h f : Z → N b�dzie bijek
j¡ zadan¡ wzorem

f(x) =

{

−2x− 1 je±li x < 0
2x je±li x ≥ 0.Nie
h � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze N, zadanym warunkiem

n � m⇔ f−1(n) ≤ f−1(m).Podpunkty (a)�(
) doty
z¡ zbioru 
z�±
iowo uporz¡dkowanego 〈N,�〉.11



(a) Czy 7 ≺ 9? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy istnieje zbiór A ⊆ N, który ma dwa ró»ne elementy maksymalne?Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Poda¢ przykªad zbioru B ⊆ N, nieograni
zonego z doªu i takiego, »e
supB = 4.(d) Nie
h g = f ↾N i nie
h C = {x ∈ N : x ≤ 100}. Wyzna
zy¢ (g◦f)−1[C].32. Nie
h � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na (N+)2 zadanym wzorem

〈x, y〉 � 〈a, b〉 ⇔ x|a ∧ b ≤ y.(a) Nie
h A = {2, 4, 6}2.(i) Narysowa¢ (
zytelny) diagram Hassego zbioru 
z�±
iowo uporz¡d-kowanego 〈A,�〉 (z podpisaniem wierz
hoªków).(ii) Wyzna
zy¢ kres górny zbioru A (w (N+)2).(b) Czy w zbiorze 
z�±
iowo uporz¡dkowanym 〈(N+)2,�〉 jest element mak-symalny? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Poda¢ przykªad ªa«
u
ha L ⊆ (N+)2 takiego, »e
|{x ∈ N+ : (∃y ∈ N+) 〈x, y〉 ∈ L}| = ℵ0oraz
|{y ∈ N+ : (∃x ∈ N+) 〈x, y〉 ∈ L}| > 1.33. Na zbiorze NN de�niujemy rela
j� 
z�±
iowego porz¡dku warunkiem
f � g ⇔ (∀n ∈ N)f(n) ≤ g(n).(a) Jakie s¡ elementy najwi�ksze, najmniejsze, maksymalne i minimalnew zbiorze 
z�±
iowo uporz¡dkowanym 〈NN,�〉 (je±li istniej¡ � wskaza¢,je±li nie istniej¡ � uzasadni¢)?(b) Wskaza¢ niesko«
zony ªa«
u
h w zbiorze 
z�±
iowo uporz¡dkowanym

〈NN,�〉.(
) Nie
h h : N → N b�dzie dana wzorem h(n) = n+ 1. Pokaza¢, »e
|{f ∈ NN : f � h}| = c.12



34. Nie
h rela
ja � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze R, zadanymwarunkiem
x � y ⇔ x = y ∨ {x} < {y},gdzie {x} ozna
za 
z�±¢ uªamkow¡ z li
zby x. Pole
enia doty
z¡ zbioru 
z�-±
iowo uporz¡dkowanego 〈R,�〉.(a) Czy istnieje x ∈ R takie, »e 10

3
≺ x ≺ 5

2
? Odpowied¹ uzasadni¢.(b) Czy w R istnieje element najmniejszy? Odpowied¹ uzasadni¢.(
) Poda¢ przykªad niesko«
zonego zbioru A ⊆ R, takiego »e w A istniej¡dokªadnie dwa elementy maksymalne.(d) Czy w R istnieje nieprzeli
zalny antyªa«
u
h? Odpowied¹ uzasadni¢.35. Nie
h rela
ja � b�dzie 
z�±
iowym porz¡dkiem na zbiorze R2, zadanymwarunkiem

〈x, y〉 � 〈a, b〉 ⇔ (x = a ∧ y = b) ∨ (x2 + y2 < a2 + b2).Pole
enia doty
z¡ zbioru 
z�±
iowo uporz¡dkowanego 〈R2,�〉.(a) Wyzna
zy¢ zbiór elementów minimalny
h.(b) �a«
u
h L ⊆ R2 nazywamy ªa«
u
hem maksymalnym, je±li nie istniejeªa«
u
h L′ ⊆ R2, b�d¡
y wªa±
iwym nadzbiorem ªa«
u
ha L. Poda¢przykªad ªa«
u
ha maksymalnego.(
) Czy zbiór A = [−1, 1]2 ma kres górny? Odpowied¹ uzasadni¢.(d) Czy istnieje niesko«
zony podzbiór B ⊆ R2, taki »e rela
ja �↾B jestrela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze B? Odpowied¹ uzasadni¢.

13



Rozdziaª 2Wskazówki do zada«1. (a) Czy narzu
aj¡
a si� odpowied¹ jest na pewno kompletna?(b) �adny
h kwanty�katorów (bo i po 
o?)!(
) Czy z faktu, »e A ⊆ C wynika, »e A \B ⊆ C?(d) Pokaza¢, »e je±li B × C ⊆ C × A, to B ⊆ C i C ⊆ A.(e) Im mniej zakªadamy o mo
y zbioru B, tym sªabszy warunek do-stajemy.2. (b) Czy je±li 〈x, y〉 /∈ C × C, to x /∈ C i y /∈ C?(
) Skorzysta¢ z równo±
i A△ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B).(d) Jakie znamy warunki, równowa»ne nierówno±
i |B| ≤ |C|?3. (a) (i) Podzbiór zbioru li
zb naturalny
h jest niesko«
zony dokªadniewtedy, gdy jest nieograni
zony.(ii) Jakie trzy warunki speªnia podziaª? Uprosz
zenie: o zbiora
h
A,B,C wiemy, »e s¡ ró»ne.(b) Klu
zowa jest niepusto±¢ zbioru C.(
) Nie wprost?(d) Wiemy, »e D = (D ∩A) ∪ (D \ A).4. (a) (ii) Bez kwanty�katorów.(b) Patrz wskazówka do zad.(
) Kontrapozy
ja?(d) Czy jeden zbiór mo»e by¢ bardziej niesko«
zony od drugiego?.5. (a) (i) Ile spo±ród zbiorów A,B,C jest pusty
h?(ii) Bez kwanty�katorów. 14



(b) Co wynika z faktu, »e zbiór A×B jest pusty.(
) Wiemy, »e P(X) ⊆ P(Y ) ⇒ X ⊆ Y .(d) Funk
ja jest surjek
j¡, gdy przyjmuje wszystkie mo»liwe warto±
i.6. (a) (i) Skorzysta¢ z przydatnej opera
ji teoriomnogo±
iowej.(ii) Które± zbiory musz¡ by¢ nieporównywalne w sensie zawierania.(b) Nie wprost.(
) Czy zbiory A,B,C s¡ niepuste?(d) Czy je±li przekrój pewnego zbioru ze zbiorem du»ym jest niepusty,to te» musi by¢ du»y?7. (a) (i) Ka»da li
zba rze
zywista, je±li jest ograni
zeniem dolnym zbioru
B ∪ C, to nale»y do zbioru A;(ii) Co z zaªo»enia wiemy o zbiora
h A,B,C?(b) Przedziaªy i póªproste?(
) Diagram Venna mo»e pomó
 w podj�
iu de
yzji.(d) Co wynika z zaªo»enia? Czy to wystar
zy?(e) Niepusto±¢ jest istotna, a rysunek mo»e pomó
.8. (a) A = {−2,−1, 0, 1}.(b) B = {0, 1, 2, 3}.(
) Jaka jest prze
iwdziedzina funk
ji f?(d) Funk
ja g musi by¢ ró»nowarto±
iowa, podobnie jak ob
i�
ie funk-
ji f do obrazu funk
ji g.(e) Patrz podpunkt (
).9. (a) (f ◦ f)(x2 + 1) = f(f(x2 + 1)) = f((x2 + 1)2 + 1).(b) Wykres mo»e pomó
.(
) Wykres mo»e pomó
.(d) f(x− α) = (x− α)2 + 1 = x2 − 2αx+ α2 + 1.10. (a) Funk
ja bardzo podobna do funk
ji h?(b) Nie.(
) Wprost z de�ni
ji bijek
ji.(d) Jak znale¹¢ 
ontinuum funk
ji, z który
h ka»da po zªo»eniu z sob¡sam¡ daje funk
j� staª¡, równ¡ zero? Wystar
zy ograni
zy¢ si� dofunk
ji zero-jedynkowy
h. 15



11. (a) Czy istniej¡ dwa podzbiory pªasz
zyzny o tym samym rzu
ie nao± OY ?(b) W jaki sposób, maj¡
 dany podzbiór prostej, skonstruowa¢ pod-zbiór pªasz
zyzny, którego rzutem b�dzie dany podzbiór?(
) F−1[{{−1}}] to rodzina podzbiorów pªasz
zyzny. Teraz trzebadokªadnie od
zyta¢ z de�ni
ji prze
iwobrazu, 
o to zna
zy, »e
X ∈ F−1[{{−1}}].(d) Czy istnieje podzbiór prostej rze
zywistej, którego prze
iwobrazprzez funk
j� g ma dokªadnie 3 elementy?12. (a) Czy istniej¡ dwa ró»ne 
i¡gi li
zb naturalny
h, maj¡
e jedynki naty
h samy
h miejs
a
h?(b) Czy maj¡
 dany podzbiór zbioru li
zb naturalny
h umiemy wska-za¢ 
i¡g, dla którego zbiór numerów wyrazów równy
h 1 pokrywasi� z danym zbiorem?(
) Wynikiem musi by¢ rodzina podzbiorów N.(d) Pami�tamy, »e F−1[{{1}}] ⊆ NN. Nast�pnie korzystamy uwa»-nie z de�ni
ji prze
iwobrazu, by zorientowa¢ si�, z jaki
h dokªad-nie funk
ji skªada si� rozwa»any prze
iwobraz. By wyzna
zy¢ jegomo
, dokonujemy sza
owa« � do otrzymania osza
owania z doªuwystar
zy znale¹¢ podzbiór zbioru F−1[{{1}}] o którym ªatwo mo-»emy stwierdzi¢, »e ma mo
 
ontinuum.13. (a) Czy trudno znale¹¢ dwie ró»ne funk
je o tym samym obrazie?(b) Co wynika z faktu, »e elementy zbioru A nie s¡ surjek
jami?(
) Co mo»emy powiedzie¢ o obrazie funk
ji ograni
zonej?(d) Które funk
je maj¡ obraz {0, 1}?14. (a) Kontrapozy
ja?(b) Warto zauwa»y¢, »e dziaªanie funk
ji F polega na wybieraniu pew-nego pod
i¡gu.(
) Czy F (g) = f?.(d) Ile jest 
i¡gów li
zb naturalny
h, który
h parzyste wyrazy s¡ ze-rami?15. (a) Funk
ja f o podany
h wªasno±
ia
h ª¡
zy elementy zbioru X wpary.(b) Nie wprost. 16



(
) (i) Dla jaki
h par 〈x, y〉 mamy x = 3 i x+ y = 2?(ii) Tw. Cantora-Bernsteina.16. (a) Czy rela
ja S jest prze
hodnia?(b) Kwadraty jaki
h li
zb daj¡ reszt� 4 w dzieleniu przez 5?(
) Najpro±
iej � wyzna
zy¢ zbiór ilorazowy, najszyb
iej � zbada¢reszty kwadratów w dzieleniu przez 5.(d) Czy rela
ja R ∩ S jest prze
hodnia?17. (a) Jakie dzielniki ze zbioru I maj¡ li
zby 12 i 18?(b) Czy li
zby 1 i 3 s¡ w rela
ji R?(
) Czy istnieje spójna, nietrywialna rela
ja równowa»no±
i?(d) Jaka 
e
ha jest wyabstrahowana? Jakie s¡ jej mo»liwe warto±
i?Ile i
h jest?18. (a) Wystar
zy dobrze zrozumie¢ de�ni
j� rela
ji � odpowied¹ jest pro-sta.(b) Trzeba od
zyta¢ z de�ni
ji, jakim zbiorem jest [ϕ]R1
.(
) Czy mo»e istnie¢ ±wiadek na to, »e ψR1 ◦R2 ϕ?(d) Zastanowi¢ si�, jakie s¡ mo»liwe warto±
i 
e
hy, wyabstrahowanejprzy pomo
y rela
ji R1, albo znale¹¢ du»o funk
ji, parami nierów-nowa»ny
h wzgl�dem tej rela
ji.19. (a) Tak.(b) Jakie pary prze
hodz¡ przez funk
j� f na 0?(
) By
ie w jednej klasie abstrak
ji rela
ji R to dawanie tej samejwarto±
i przez funk
j� f .(d) �Co najwy»ej� jest klu
zowe.(e) Nie nale»y ba¢ si� nota
ji � to proste zadanie.20. (a) Wyzna
zy¢ rzuty obu zbiorów.(b) Trzeba poda¢ przykªad zbioru, znaj¡
 jego rzuty na obie osie.(
) [{〈0, 0〉}]R ⊆ P(R2) � uwaga na byty (i zbiór pusty...)!(d) Co to jest π1[E × N]?21. (a) Jaki 
i¡g jest równowa»ny z 
i¡giem 〈cn : n ∈ N〉?(b) Warto zastanowi¢ si�, jaki jest efekt pro
esu abstrahowania � topomo»e elegan
ko opisa¢ zbiór ilorazowy.17



(
) Wprost z (b) � pod warunkiem, »e mamy porz¡dny opis...(d) Tw. Cantora-Bernsteina � osza
owanie z doªu nie jest trudne, wy-star
zy zde�niowa¢ odpowiedni¡ injek
j�.22. (a) Skojarz rela
j� R z przesuwaniem (transla
j¡) zbiorów.(b) Odpowiedz najpierw na to samo pytanie dla dwuelementowej klasyabstrak
ji.(
) Ile jest klas abstrak
ji, skªadaj¡
y
h si� ze zbiorów jednoelemen-towy
h?(d) Po 
zym poznajemy, »e dwie pary li
zb 
aªkowity
h s¡ w rela
ji
R?(e) Klu
zowe jest dobre osza
owanie z doªu.23. (a) Jakie s¡ warto±
i funk
ji f i g w zerze.(b) Trzeba dokªadnie opisa¢ szukany zbiór (wa»ne s¡ zarówno miejs
aparzyste, jak i nieparzyste).(
) Mo»na wskaza¢ zbiór A mo
y 
ontinuum.24. (a) {2n+ 1 : n ∈ N}, {1} 6⊆ Z \ N.(b) C ⊆ Z \ N?(
) {−2,−1, 0} 6⊆ Z \ N.(d) [Z]R = {A ∈ P(Z) : N ⊆ A}.(e) Czy dwa ró»ne podzbiory zbioru li
zb naturalny
h wyzna
zaj¡ró»ne klasy abstrak
ji rela
ji R?25. (a) Czy niepusty zbiór mo»e mie¢ pusty obraz?(b) Tak.(
) Uwaga! Opisywanie zbioru ilorazowego �na pie
hot�� jest ryzy-kowne...(d) Jakiej 
e
hy brakuje rela
ji S do by
ia 
z�±
iowym porz¡dkiem?26. (a) Kiedy dwa przedziaªy s¡ nieporównywalne?(b) Jw.(
) Wystar
zy ustali¢ jeden konie
 i zmienia¢ drugi.(d) Nie.27. (a) Czy porz¡dek ≤1 da si� opisa¢ w prostszy sposób?18



(b) Naty
hmiastowe, gdy znamy ww. prostszy opis.(
) Od
inek otwarty?(d) Tak.28. (a) 〈0, 0〉 6� 〈0, 1〉.(b) 〈0, 0〉 6� 〈1, 0〉.(
) Nie.29. (a) Nie.(b) Czy mo»na znale¹¢ dwa elementy maksymalne?(
) Rodzina zst�puj¡
a?(d) Gdy dwa ró»ne od
inki s¡ porównywalne, to s¡ rozª¡
zne.30. (a) Czy li
zba 12 jest pot�g¡ li
zby 2?(b) Dla ka»dej li
zby nieparzystej ªatwo znale¹¢ li
zb� od niej wi�ksz¡(w sensie �). A dla parzystej?(
) Szukamy w±ród podzbiorów zbioru li
zb parzysty
h.(d) Nie.31. (a) Rysunek mo»e pomó
.(b) Czy w zbiorze uporz¡dkowanym 〈Z,≤〉 istniej¡ dwa ró»ne ele-menty maksymalne?(
) Zbiór li
zb nieparzysty
h plus 
o±?(d) Mo»na skorzysta¢ z faktu, »e (g ◦ f)−1[C] = f−1 [g−1[C]].32. (a) (ii) Za
zynamy od szukania ograni
zenia górnego.(b) Patrzymy na pierwsz¡ o±.(
) Warto najpierw znale¹¢ niesko«
zony ªa«
u
h przy ustalonej dru-giej wspóªrz�dnej, a potem tro
h� go poprawi¢, by speªni¢ drugiwarunek.33. (a) Czy dla ka»dej funk
ji istnieje funk
ja od niej wi�ksza?(b) Warto za
z¡¢ od funk
ji stale równej zero.(
) Dobry rysunek bardzo pomaga w znalezieniu prosty
h sza
owa«.34. (a) {

10

3

}

= 1

3
,
{

5

2

}

= 1

2
.(b) Ile jest elementów minimalny
h w zbiorze R?19



(
) Elementy maksymalne musz¡ mie¢ t� sam¡ 
z�±¢ uªamkow¡.(d) Kiedy dwie li
zby s¡ nieporównywalne?35. (a) Nie ma i
h zbyt du»o.(b) Prosta nie jest dobra.(
) Jak ograni
zy¢ z góry wierz
hoªki kwadratu?(d) Kiedy rela
ja porz¡dku mo»e by¢ rela
j¡ równowa»no±
i?

20



Rozdziaª 3Odpowiedzi do zada«1. (a) Zbiór D jest pusty lub ma przynajmniej dwa elementy.(b) A ∩B = ∅ ∧A ∩ C = ∅ ∧ B ∩ C = ∅.(
) Tak. Poniewa» A \ B ⊆ A, wi�
 je±li A ⊆ C, to tym bardziej
A\B ⊆ C, 
o z kolei jest równowa»ne warunkowi (A\B)∪C = C.(d) Nie. Przypu±¢my nie wprost, »e B×C ⊆ C×A. Ustalmy dowolne
b ∈ B i nie
h c b�dzie elementem zbioru C (takowy istnieje, bo
C 6= ∅). Wów
zas 〈b, c〉 ∈ B × C, zatem 〈b, c〉 ∈ C × A, 
zyliw sz
zególno±
i b ∈ C. Ozna
za to, »e B ⊆ C. Rozumuj¡
 ana-logi
znie pokazujemy, »e C ⊆ A. Wobe
 tego B ⊆ A. Wów
zas
A ∩B = B i mamy

P(A) ∩ P(B) = P(A ∩ B) = P(B) 6= {∅}(bo B 6= ∅), wbrew zaªo»eniu.(e) Nie
h |A| = c i |B| < c. Wów
zas |A \ B| = c, 
zyli A \ B ∼
R (warto te» zauwa»y¢, »e warunek |B| < c mo»na by zast¡pi¢jesz
ze sªabszym warunkiem |A∩B| < c � gdyby tre±¢ zadania nato pozwalaªa...).2. (a) (i) (∀X ⊆ A)(X ⊆ B ∨ (∃Y ⊆ C)(Y 6= ∅ ∧X ∩ Y = ∅));(ii) ¬A ⊆ B ∧¬B ⊆ A∧¬A ⊆ C ∧¬C ⊆ A∧¬B ⊆ C ∧¬C ⊆ B.(b) Nie. Zauwa»my, »e je±li 〈x, y〉 ∈ A × B \ C × C, to wprawdzie
x ∈ A i y ∈ B, ale x /∈ C lub y /∈ C. Zatem jedno z zawiera« A ⊆
C, B ⊆ C nie b�dzie za
hodzi¢, ale niekonie
znie oba. Pozostajepoda¢ kontrprzykªad, np. A = {1}, B = {2}, C = {2, 3}.(
) Tak. Zaªó»my, »e A △ B ⊆ C i A ∩ B = ∅. Poniewa» A △ B =
(A ∪ B) \ (A ∩ B), wi�
 A ∪ B ⊆ C. Ale wów
zas tym bardziej
B ⊆ C. 21



(d) Nie. Warunki podane w zadaniu s¡ równowa»ne i zna
z¡ to samo:
|B| ≤ |C|. Zatem kontrprzykªad to np. B = N, C = {0}, f(n) = 0,
g(0) = 0.3. (a) (i) (∀n ∈ N)(∃m ∈ A)(m ≥ n ∧ 2|m);(ii) A 6= ∅ ∧ B 6= ∅ ∧ C 6= ∅ ∧ A ∩B = ∅ ∧B ∩ C = ∅ ∧

∧ A ∩ C = ∅ ∧A ∪B ∪ C = N.(b) Zaªó»my nie wprost, »e A 6= B. Bez zmniejszenia ogólno±
i mo-»emy przyj¡¢, »e istnieje a ∈ A \B. Ustalmy dowolne c ∈ C (mo-»emy to zrobi¢, bo z zaªo»enia A ∩ B ∩ C 6= ∅ wynika, »e C 6= ∅).Wów
zas 〈a, c〉 ∈ A×C, ale 〈a, c〉 /∈ B×C, 
zyli A×C 6= B×C,wbrew zaªo»eniu. Otrzymana sprze
zno±¢ ko«
zy dowód.(
) Tak. Przypu±¢my nie wprost, »e istnieje x ∈ C∩(B \A). Wów
zasw sz
zególno±
i x ∈ C i x /∈ A. Pierwszy warunek zapewnia nam,»e x ∈ A∪C, a drugi � »e x /∈ A∩B. Wobe
 tego A∩B 6= A∪C,sprze
zno±¢.(d) Tak. �atwo mo»na pokaza¢, »e |D| = ℵ0. Poniewa» D = (D∩A)∪
(D \ A), wi�
 skoro zbiór D \ A jest sko«
zony, to zbiór D ∩ Amusi by¢ niesko«
zony. Tym bardziej niesko«
zony jest zbiór A,jako nadzbiór zbioru D ∩ A. Ale wiemy, »e A ⊆ N, 
zyli (z tw.Cantora-Bernsteina) otrzymujemy |A| = ℵ0. Wobe
 tego A ∼ D.4. (a) (i) (∀X ⊆ A)(X 6= ∅ ⇒ (X 6⊆ B ⇒ X ⊆ C));(ii) A ∩ B 6= ∅ ∨ B ∩ C 6= ∅ ∨A ∩ C 6= ∅.(b) Tak. Mamy A = (A ∩ C) ∪ (A \ C) = (B ∩ C) ∪ (B \ C) = B.(
) Tak. Zgodnie z zasad¡ kontrapozy
ji wystar
zy zauwa»y¢, »e je±li
A = B, to A ∪ C = B ∪ C. Ale to jest o
zywiste.(d) Nie. Np. zbiory N i R s¡ niesko«
zone, ale N 6∼ R.5. (a) (i) A = ∅ ∨ B = ∅ ∨ C = ∅(zauwa»my, »e zbiory A,B,C s¡ ró»ne, zatem w powy»szej alter-natywie 
o najwy»ej jeden skªadnik mo»e by¢ prawdziwy).(ii) ¬B ⊆ A ∨ ¬C ⊆ A.(b) Nie. Poniewa» zbiór A×B, je±li jest niepusty, to jest zbiorem parli
zb rze
zywisty
h, wi�
 nie mo»e si� wów
zas zawiera¢ w zbiorze
C. Zatem A×B = ∅. St¡d jednak nie wynika, »e A = ∅, bo równiedobrze mo»e by¢ B = ∅. Kontrprzykªad: A = {1}, B = ∅, C = {2}.(
) Tak. Wiemy, »e X ⊆ Y ∩ Z wtedy i tylko wtedy, gdy X ⊆ Y i
X ⊆ Z oraz »e je±li P(X) ⊆ P(Y ), to X ⊆ Y . Wobe
 tego je±li22



P(C) ⊆ P(A) ∩ P(B), to P(C) ⊆ P(A) i P(C) ⊆ P(B), sk¡d
C ⊆ A i C ⊆ B. Zatem C ⊆ A ∩B, 
o ko«
zy dowód.(d) Tak. Skoro A ⊆ R, to rng(f ↾ A) ⊆ rng(f) (bo warto±
i funk-
ji ob
i�tej s¡ te» warto±
iami funk
ji ob
inanej). Ale z zaªo»eniamamy rng(f ↾A) = R, wi�
 tym bardziej rng(f) = R, 
zyli f jestsurjek
j¡.6. (a) (i) A ⊆ B △ C;(ii) (∃X, Y ∈ {A,B,C})(X 6⊆ Y ∧ Y 6⊆ X) lub

(A 6⊆ B ∧ B 6⊆ A) ∨ (A 6⊆ C ∧ C 6⊆ A) ∨ (B 6⊆ C ∧ C 6⊆ B).(b) Przypu±¢my nie wprost, »e zbiory A,B,C tworz¡ ªa«
u
h. Gdybyzbiór A zawieraª którykolwiek ze zborów B,C, to z zaªo»enia (i)wnioskujemy, »e B ⊆ B△C lub C ⊆ B△C, sk¡d wynika B∩C =
∅, 
o jest niemo»liwe. Zatem A ⊆ B i A ⊆ C, sk¡d A ⊆ B ∩ C,
zyli A ∩ (B △ C) = ∅. Ale z warunku (i) wiemy, »e A ⊆ B △ C.Wobe
 tego A = ∅, wbrew zaªo»eniu.(
) Nie. Je±li C = ∅, to zaªo»enie jest speªnione, niezale»nie od zbiorów
A i B. Kontrprzykªad: A = {1}, B = {2}, C = ∅.(d) Nie. Pytamy si� bowiem, 
zy je±li zbiór A ma mo
 
ontinuum i
A ∩ B 6= ∅, to zbiór A ∩ B ma mo
 
ontinuum. Kontrprzykªad:
A = R, B = {0}.7. (a) (i) (∀m ∈ R)((∀x ∈ B ∪ C)(m ≤ x) ⇒ m ∈ A);(ii) (A∩B = ∅) ∧ (A∩C = ∅)∧ (B ∩C = ∅) ∧ (A∪B ∪C = R).(b) Np. A = (−∞, 0], B = (0, 1), C = [1,+∞).(
) Nie. Z diagramu Venna mo»na od
zyta¢, »e dobrym kontrprzykªa-dem b�d¡ takie zbiory A,B,C, »e (A∩C)\B 6= ∅, np. A = {1, 2},
B = {1}, C = {2}.(d) Tak. Z zaªo»enia wynika, »e istnieje para 〈x, y〉 ∈ (A×C)∩(C×B),sk¡d x ∈ A ∩ C i y ∈ B ∩ C. To jednak za maªo, by przekrój
A ∩ B ∩ C musiaª by¢ niepusty. Przykªad: A = {1}, B = {2},
C = {1, 2}.(e) Tak. Przypu±¢my bowiem nie wprost, »e zbiór A jest niesko«
zony.Zauwa»my, »e wów
zas zbiór A×A równie» jest niesko«
zony, za-tem niesko«
zony musi by¢ te» zbiór B. Istotnie, w prze
iwnymprzypadku zbiór B × B byªby sko«
zony, 
o ozna
za, »e zbiór
(A× A) \ (B × B) byªby niesko«
zony. Ale (A× A) \ (B ×B) ⊆
(A × A) △ (B × B) i otrzymujemy sprze
zno±¢ ze sko«
zono±
i¡zbioru (A×A)△ (B ×B).23



Dalej, z zaªo»enia wiemy, »e istnieje 〈x, y〉 ∈ (A× A)△ (B × B).Bez zmniejszenia ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e 〈x, y〉 ∈ (A ×
A) \ (B × B) (to zaªo»enie jest nieuprawnione, dopóki nie po-ka»emy, »e |B| ≥ ℵ0). Wów
zas x ∈ A \ B lub y ∈ A \ B. Bezzmniejszenia ogólno±
i mo»emy przyj¡¢, »e x ∈ A \ B. Wtedy
{x}×A ⊆ (A×A)△ (B×B). Ale zbiór {x}×A jest równoli
znyze zbiorem A, 
zyli jest niesko«
zony. Otrzymana sprze
zno±¢ zesko«
zono±
i¡ zbioru (A×A)△ (B × B) ko«
zy dowód.8. (a) f [A] = {0, 2}.(b) f−1[B] = {−2,−1, 0, 1}.(
) Nie. Np. 1 /∈ rng(f). Gdyby bowiem istniaªo x ∈ Z, takie »e
f(x) = 1, to równanie x2 + x − 1 = 0 miaªoby rozwi¡zanie wli
zba
h 
aªkowity
h, 
o jest niemo»liwe.(d) Przykªadem mo»e by¢ funk
ja zadana wzorem

g(x) =

{

2x je±li x ≥ 0
−2x− 1 je±li x < 0.Wów
zas rng(g) = N, a funk
ja f ◦ g jest ró»nowarto±
iowa. Istot-nie, je±li x1, x2 ∈ Z i x1 6= x2, to g(x1) 6= g(x2) (gdy», jak ªatwosprawdzi¢, funk
ja g jest injek
j¡) oraz g(x1), g(x2) ≥ 0. Zatem

f(g(x1)) 6= f(g(x2)), gdy» funk
ja f ↾N jest ró»nowarto±
iowa.(e) Nie. Poniewa» rng(f ◦h) ⊆ rng(f), wi�
 skoro rng(f) 6= N, to tymbardziej rng(f ◦ h) 6= N.9. (a) (f ◦f)(x2+1) = f(f(x2+1)) = f((x2+1)2+1) = f(x4+2x2+2) =
(x4 + 2x2 + 2)2 + 1 = x8 + 4x6 + 8x4 + 8x2 + 5.(b) f [A] = {x2 + 1 : x ∈ [−2, 1]} = [1, 5].(
) f−1[B] = {x ∈ R : x2 + 1 ∈ (2, 3)} = {x ∈ R : 1 < x2 < 2} =
(−

√
2,−1) ∪ (1,

√
2).(d) Poniewa» gα(x) = f(x−α) = (x−α)2+1 = x2−2αx+α2+1, wi�
funk
ja gα, jako funk
ja kwadratowa, nie jest ró»nowarto±
iowa(niezale»nie od α). Zatem C = ∅.10. (a) Np. g(n) = 1 (lub dowolna inna niezerowa funk
ja staªa).(b) Nie. Rozwa»my funk
j� h1 ∈ NN zadan¡ warunkami h1(2) = 1,

h1(n) = 0 dla n 6= 2. Wtedy F (h1) = F (h) = h, zatem funk
ja Fnie jest injek
j¡. 24



(
) Zaªó»my, »e F (f) = idN. Poka»emy, »e funk
ja f jest ró»nowarto-±
iowa i �na�.Ustalmy dowolne n,m ∈ N takie, »e f(n) = f(m). Wów
zas
F (f)(n) = f(f(n)) = f(f(m)) = F (f)(m),
zyli z zaªo»enia n = m, 
o ko«
zy dowód ró»nowarto±
iowo±
ifunk
ji f .Ustalmy teraz dowolne y ∈ N. Nie
h x = f(y) ∈ N. Wów
zas

f(x) = f(f(y)) = F (f)(y) = y,zatem funk
ja f jest surjek
j¡.(d) Dla dowolnej funk
ji ϕ ∈ {0, 1}N zde�niujemy funk
j� fϕ ∈ NNwzorem
fϕ(n) =

{

0 je±li n ≤ 1
ϕ(n− 2) je±li n ≥ 2.O
zywi±
ie, dla ró»ny
h funk
ji ϕ otrzymujemy ró»ne funk
je fϕ.Ponadto, jak ªatwo sprawdzi¢, fϕ ◦ fϕ = h. Wobe
 tego zbiór

A = {fϕ : ϕ ∈ {0, 1}N} mam mo
 
ontinuum i A ⊆ F−1[{h}].11. (a) Nie. Np. F (R2) = F ({0} × R) = R.(b) Tak. Ustalmy bowiem Y ∈ P(R). Wów
zas {0}×Y ⊆ R2 i F ({0}×
Y ) = π2[{0} × Y ] = Y .(
) Poniewa»

X ∈ F−1[{{−1}}] ⇔ F (X) ∈ {{−1}} ⇔ π2[X ] = {−1},wi�

F−1[{{−1}}] = P(R× {−1}) \ {∅}.(d) Tak. Zauwa»my najpierw, »e g−1[{0, 1}] = {−1, 0, 1}. Wobe
 tegowystar
zy wybra¢ podzbiór pªasz
zyzny R2, którego rzut na drug¡o± to {0, 1}. Nie
h A = R × {0, 1}. Wów
zas F (A) = π2[R ×

{0, 1}] = {0, 1} i dalej, G(F (A)) = g−1[{0, 1}] = {−1, 0, 1}, zatem
|G ◦ F (A)| = 3.12. (a) Nie. Nie
h funk
je f0, f2 ∈ NN b�d¡ zadane wzorami f0(n) = 0 i
f2(n) = 2. Wtedy F (f0) = F (f2) = ∅.(b) Tak. Ustalmy dowolny podzbiór A ⊆ N. Wtedy dla funk
ji 
ha-rakterysty
znej χA ∈ NN zbioru A mamy χ−1

A [{1}] = A.25



(
) Zauwa»my, »e funk
ja staªa f albo przyjmuje warto±¢ 1 i wtedy
F (f) = f−1[{1}] = N, albo warto±¢ ró»n¡ od 1 i wtedy F (f) =
f−1[{1}] = ∅. Poniewa» F [S] = {F (f) : f − staªa}, wi�
 F [S] =
{∅,N}.(d) Ozna
zmy C = F−1[{{1}}]. Z de�ni
ji prze
iwobrazu mamy
C = {f ∈ NN : F (f) ∈ {{1}}} = {f ∈ NN : f−1[{1}] = {1}},zatem do zbioru C nale»¡ te funk
je, które warto±¢ 1 przyjmuj¡dla argumentu równego 1 i tylko wtedy.Poka»emy, »e zbiór C ma mo
 
ontinuum. Poniewa» C ⊆ NN, wi�


|C| ≤ |NN| = c. Z drugiej strony, dla dowolnej funk
ji ϕ ∈ {0, 2}Nrozwa»my funk
j� fϕ ∈ NN zadan¡ warunkami fϕ(0) = 0, fϕ(1) =
1, fϕ(n) = ϕ(n − 2) dla n ≥ 2. Nie
h D = {fϕ : ϕ ∈ {0, 2}N}.Wów
zas |D| = |{0, 2}N| = c oraz D ⊆ C. Wobe
 tego |C| ≥
|D| = c i z tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, »e |C| = c.13. (a) Nie. Nie
h funk
je f1, f2 ∈ NN b�d¡ zadane warunkami f1(0) =
f2(1) = 1, f1(1) = f2(0) = 0, f1() = f2(n) = 0 dla n ≥ 2. Wów
zas
F (f1) = F (f2) = {0, 1}.(b) Nie. Poniewa» »aden z elementów A nie jest surjek
j¡, wi�
 N /∈
rng(F ) (bo zbiór N nie jest obrazem »adnej funk
ji f ∈ A).(
) Ograni
zono±¢ funk
ji f ∈ NN ozna
za, »e ograni
zony jest jejobraz. Ograni
zony, 
zyli sko«
zony. Z drugiej strony, ka»dy sko«-
zony niepusty podzbiór zbioru li
zb naturalny
h daje si� zreali-zowa¢ jako obraz funk
ji ograni
zonej (wystar
zy ponumerowa¢jego elementy, a otrzymany 
i¡g sko«
zony przedªu»y¢ do 
i¡guniesko«
zonego, powtarzaj¡
 ostatni¡ jego warto±¢). Wobe
 tego

F [B] = {D ∈ P(N) : 0 < |D| < ℵ0}.(d) Nie
h C = {{0, 1}}. Z de�ni
ji prze
iwobrazu mamy
F−1[C] = {f ∈ A : F (f) ∈ {{0, 1}}} = {f ∈ A : rng(f) = {0, 1}}.Wobe
 tego F−1[C] = {0, 1}N\{h0, h1}, gdzie h0, h1 ∈ A to funk
jestaªe równe odpowiednio 0 i 1. St¡d nietrudno pokaza¢ (wprostalbo korzystaj¡
 z tw. Cantora-Bernsteina), »e |F−1[C]| = c.14. (a) Nie. Zauwa»my, »e rozwa»any warunek jest równowa»ny warun-kowi A∩B = ∅ ⇒ g[A]∩ g[B] = ∅. Ten za± warunek nie musi by¢speªniony, gdy funk
ja nie jest ró»nowarto±
iowa. W sz
zególno±
idla A = {0} i B = {2} mamy g[A] = g[B] = {2}, 
zyli A∩B = ∅i g[A] ∩ g[B] 6= ∅. 26



(b) Nie. Nie
h funk
ja k ∈ NN b�dzie zadana wzorem
k(n) =

{

0 je±li 2|n
1 je±li ¬2|n.Wów
zas F (k) = F (h) = h.(
) Nie. Istotnie, g ∈ F−1[{f}] ⇔ F (g) = f , a wiemy, »e

F (g)(0) = g(f(0)) = g(0) = 2 6= 0 = f(0).Zatem F (g) 6= f .(d) Ozna
zmy C = F−1[{h}]. Z de�ni
ji prze
iwobrazu wnioskujemy,»e
C = {ϕ ∈ NN : F (ϕ) = h} = {ϕ ∈ NN : (∀n ∈ N)ϕ(2n) = 0}.Poka»emy, »e C ∼ NN. W tym 
elu zde�niujemy funk
j� G : C →

NN warunkiem
G(ϕ)(n) = ϕ(2n+ 1) dla n ∈ Ni uzasadnimy, »e jest ona bijek
j¡.Ustalmy ϕ1, ϕ2 ∈ C, ϕ1 6= ϕ2. Wów
zas istnieje li
zba nieparzysta

n ∈ N, taka »e ϕ1(n) 6= ϕ2(n) (li
zba ta nie mo»e by¢ parzysta,bo dla li
zb parzysty
h obie funk
je ϕ1, ϕ2 przyjmuj¡ warto±¢ 0).Nie
h n = 2m + 1 dla pewnego m ∈ N. Wtedy G(ϕ1)(m) 6=
G(ϕ2)(m), 
zyli G(ϕ1) 6= G(ϕ2). Zatem funk
ja G jest injek
j¡.Ustalmy teraz ψ ∈ NN. De�niujemy funk
j� ϕψ ∈ NN wzorem

ϕψ(n) =

{

0 je±li 2|n
ψ(n−1

2
) je±li ¬2|n.Wów
zas ϕψ ∈ C oraz G(ϕψ) = ψ (
o sprawdza si� prostymra
hunkiem), 
zyli funk
ja G jest surjek
j¡.Wobe
 tego |C| = |NN| = c.15. (a) Nie istnieje. Przypu±¢my bowiem, »e taka funk
ja f istnieje. Za-uwa»my, »e je±li dla pewnego x ∈ X mamy f(x) = y ∈ X , to

f(y) = f(f(x)) = x. Poniewa» z zaªo»enia x 6= y, wi�
 funk
ja
f ª¡
zy elementy zbioru X w pary. Ale zbiór X ma nieparzyst¡li
zb� elementów, sprze
zno±¢.27



(b) Przypu±¢my nie wprost, »e na zbiorze X istnieje porz¡dek � taki,»e (∀x ∈ X) x � g(x). Wów
zas w sz
zególno±
i mamy 0 � g(0) =
2 i 2 � g(2) = 0. Ze sªabej antysymetrii rela
ji � wynika, »e 0 = 2.Otrzymana sprze
zno±¢ ko«
zy dowód.(
) (i) Poniewa»
〈x, y〉 ∈ h−1[{〈3, 2〉}] ⇔ 〈x, x+ y〉 = 〈3, 2〉 ⇔ x = 3 ∧ x+ y = 2,wi�
 y < 0, 
o pozostaje w sprze
zno±
i z y ∈ N. Wobe
 tego
h−1[{〈3, 2〉}] = ∅.(ii) Zauwa»my, »e {0} × N ⊆ rng(h) ⊆ N2. Wobe
 tego

ℵ0 = |{0} × N| ≤ | rng(h)| ≤ |N2| = ℵ0,zatem z tw. Cantora-Bernsteina wynika, »e | rng(h)| = ℵ0.16. (a) Rela
ja R jest rela
j¡ równowa»no±
i, gdy» jestzwrotna: dla dowolnego x ∈ A mamy x2 − x2 = 0 = 5 · 0, zatem
xRx;symetry
zna: dla dowolny
h x, y ∈ A, je±li xRy, 
zyli x2−y2 = 5kdla pewnego k ∈ Z, to y2 − x2 = 5 · (−k) i −k ∈ Z, zatem yRx;prze
hodnia: dla dowolny
h x, y, z ∈ A, je±li xRy i yRz, 
zyli
x2 − y2 = 5k i y2 − z2 = 5l dla pewny
h k, l ∈ Z, to x2 − z2 =
(x2 − y2) + (y2 − z2) = 5(k + l) i k + l ∈ Z, zatem xRz.Rela
ja S nie jest rela
j¡ równowa»no±
i, gdy» nie jest prze
hod-nia. Istotnie, wprawdzie 2S1 i 1S4, ale ¬2S4.(b) [2]R = {2, 3, 7, 8}.(
) Poniewa» A/R = {X0, X1, X2}, gdzieX0 = {0, 5, 10},X1 = {1, 4, 6, 9},
X2 = {2, 3, 7, 8}, wi�
 |A/R| = 3. Mo»na te» zauwa»y¢, »e wyab-strahowan¡ 
e
h¡ li
zby ze zbioru A jest reszta jej kwadratu wdzieleniu przez 5, a 
e
ha ta mo»e przyjmowa¢ dokªadnie trzywarto±
i: 0, 1 i 4.(d) Tak. Poniewa» S = A2 \ {〈1, 8〉, 〈8, 1〉, 〈2, 4〉, 〈4, 2〉} i pary niena-le»¡
e do S nie nale»¡ równie» do R (
o ªatwo sprawdzi¢, znaj¡
zbiór ilorazowy rela
ji R), wi�
 R ⊆ S. Wobe
 tego R ∩ S = R, a
R jest rela
j¡ równowa»no±
i.Mo»na te» sprawdzi¢ z de�ni
ji, »e rela
ja R ∩ S jest rela
j¡ rów-nowa»no±
i � jest to rozwi¡zanie bardziej »mudne, a sprawdzaj¡
prze
hodnio±¢ tej rela
ji wykonujemy de fa
to to samo rozumowa-nie, 
o powy»ej. 28



17. (a) Tak. Istotnie, jedynymi dzielnikami li
zb 12 i 18 s¡ li
zby 2 i 3,zatem obie rozwa»ane li
zby maj¡ te same dzielniki ze zbioru I.Wobe
 tego 12R 18, 
zyli 12 ∈ [18]R.(b) Nie. Istotnie, li
zba 1 nie ma dzielnika ze zbioru I, a li
zba 3ma dzielnik ze zbioru I. Wobe
 tego ¬1R 3, 
o ozna
za, »e zbiór
{2n + 1 : n ∈ N} (do którego obie te li
zby nale»¡) nie mo»e by¢klasa abstrak
ji rela
ji R.(
) Nie. Poniewa» rela
ja R jest zwrotna i prze
hodnia, wi�
 R ◦R =
R. Rela
ja R nie mo»e za± by¢ spójna, gdy» miaªaby wtedy tylkojedn¡ klas� abstrak
ji (
o, jak wiemy np. z a), nie ma miejs
a).Mo»na te» (mniej elegan
ko) pokaza¢ wprost z de�ni
ji zªo»eniarela
ji, »e li
zby np. 1 i 2 nie s¡ porównywalne w sensie rela
ji
R ◦R.(d) Poniewa» dwie li
zby naturalne dodatnie s¡ w rela
ji R dokªadniewtedy, gdy maj¡ te same dzielniki ze zbioru I, wi�
 
e
h¡ li
zbynaturalnej, wyabstrahowan¡ przy pomo
y rela
jiR, jest zbiór ty
hjej dzielników, które nale»¡ do zbioru I. Mo»liwe warto±
i tej 
e
hyto podzbiory zbioru I (ka»dej klasie abstrak
ji odpowiada zbiórty
h li
zb ze zbioru I, które dziel¡ wszystkie elementy tej klasy).Wobe
 tego

∣

∣N+/R
∣

∣ = |P(I)| = 16.18. (a) Poniewa» funk
ja ϕ nie jest nigdzie wi�ksza od zera, wi�
 z de�ni
jirela
ji R0 wynika, »e w rela
ji z ni¡ s¡ funk
je z NN, które równie»nigdzie nie s¡ wi�ksze od zera. Ale inny
h taki
h funk
ji nie ma,zatem [ϕ]R0
= {ϕ}.(b) Zauwa»my, i» z de�ni
ji rela
ji R1 wynika, »e

[ϕ]R1
= {f ∈ NN : (∀n ∈ N)(f(n) > 1 ⇔ 0 > 1} =

= {f ∈ NN : (∀n ∈ N)(f(n) ≤ 1}.Wobe
 tego [ϕ]R1
= {0, 1}N, sk¡d od razu otrzymujemy |[ϕ]R1

| = c.(
) Nie. Z de�ni
ji zªo»enia rela
ji wynika, »e ψR1 ◦ R2 ϕ wtedy itylko wtedy, gdy istnieje funk
ja f ∈ NN, taka »e ψR2 f i f R1 ϕ.Ale wiemy ju» z b), »e f R1 ϕ ⇔ f ∈ {0, 1}N. Z drugiej strony,je±li ψR2 f , to w sz
zególno±
i dla k ≥ 3 mamy f(k) > 2 (bo
ψ(k) > 2), 
o pozostaje w sprze
zno±
i z faktem f ∈ {0, 1}N.Wobe
 tego poszukiwana funk
ja f nie istnieje, zatem funk
ja ψnie mo»e by¢ w rela
ji R1 ◦R2 z funk
j¡ ϕ.29



(d) Zauwa»my, »e 
e
h¡ funk
ji f ∈ NN, wyabstrahowan¡ przy po-mo
y rela
ji R1, jest podzbiór zbioru N, na którym przekra
zaona warto±¢ 1. Mo»liwe warto±
i tej 
e
hy to podzbiory zbioru N(ka»dej klasie abstrak
ji odpowiada podzbiór zbioru N, na którymwszystkie funk
je z tej klasy s¡ wi�ksze od 1). Wobe
 tego
|NN/R1

| = |P(N)| = c.Mo»na, wykorzystuj¡
 powy»sze spostrze»enie (
ho¢ do rozwi¡za-nia zadania nie jest to niezb�dne), opisa¢ zbiór ilorazowy rela
ji
R1:

NN/R1
= {FA : A ∈ P(N)},gdzie FA = {f ∈ NN : (∀n ∈ N)f(n) > 1 ⇔ n ∈ A}.Inny sposób rozwi¡zania tego zadania jest bardziej �ra
hunkowy�.Wprost z wªasno±
i rela
ji równowa»no±
i wynika, »e

|NN/R1
| ≤ |NN| = c(istotnie, dla dowolnej rela
ji równowa»no±
i na zbiorze X niemo»e mie¢ ona wi�
ej klas abstrak
ji ni» |X|, gdy» klasy abs-trak
ji s¡ niepuste i rozª¡
zne). Z drugiej strony, odwzorowanie

F : {0, 2}N → NN/R1
zadane wzorem F (f) = [f ]R1

jest injek
j¡(innymi sªowy, zbiór {0, 2}N jest zbiorem elementów parami nie-porównywalny
h wzgl�dem rela
ji R1). Fakty
znie, je±li f1, f2 ∈
{0, 2}N i f1 6= f2, to dla pewnego k ∈ N mamy (bez zmniejszeniaogólno±
i) f1(k) = 0 i f2(k) = 2. Ale wów
zas dla tego k mamy
¬(f1(k) > 1 ⇔ f2(k) > 1), zatem ¬f1R1 f2 i dalej [f1]R1

6= [f2]R1
,
o nale»aªo dowie±¢.Ró»nowarto±
iowo±¢ funk
ji F ozna
za, »e

|NN/R1
| ≥ |{0, 2}N| = ci z tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, »e |NN/R1

| = c.19. (a) Tak. Ustalmy bowiem dowolne z ∈ Z. Wtedy 〈0,−z〉 ∈ Z2 oraz
f(0,−z) = 02 − (−z) = z.(b) Z de�ni
ji klasy abstrak
ji mamy

[〈0, 0〉]R = {〈x, y〉 ∈ Z2 : f(x, y) = f(0, 0) = 0},
zyli [〈0, 0〉]R = {〈x, x2〉 : x ∈ Z}.30



(
) Z de�ni
ji obrazu funk
ji mamy
f [[〈2,−3〉]R] = {f(x, y) : 〈x, y〉 ∈ [〈2,−3〉]R}.Poniewa» dla ka»dego 〈x, y〉 ∈ [〈2,−3〉]R mamy f(x, y) = f(2,−3) =

7, wi�
 f [[〈2,−3〉]R] = {7}.(d) Funk
ja f ↾A jest ró»nowarto±
iowa. Gdyby bowiem istniaªy dwieró»ne pary 〈x, y〉, 〈a, b〉 ∈ A takie, »e f(x, y) = f(a, b), to obie na-le»aªyby do tej samej klasy abstrak
ji, wbrew zaªo»eniu o zbiorze
A.Funk
ja f ↾ A mo»e, ale nie musi by¢ �na�. Je±li bowiem istniejeklasa abstrak
ji [〈x, y〉]R rozª¡
zna ze zbiorem A (
zego zaªo»e-nie nie wyklu
za), to warto±¢ f(x, y) nie nale»y do obrazu funk-
ji f ↾ A. Z drugiej strony, je±li zbiór A z ka»d¡ klas¡ abstrak-
ji rela
ji R ma dokªadnie jeden wspólny element, to z faktu, »efunk
ja f jest surjek
j¡ wynika, »e funk
ja f ↾A równie» jest sur-jek
j¡ (istotnie, dla dowolnego z ∈ Z istnieje 〈x, y〉 ∈ Z2 takie,»e f(x, y) = z. Nie
h 〈a, b〉 ∈ [〈x, y〉]R ∩ A. Wtedy 〈a, b〉 ∈ A i
(f ↾A)(a, b) = f(x, y) = z).(e) Badamy, ile ró»ny
h warto±
i przyjmuje funk
ja f na zbiorze {0, 1, 2}2.Poniewa» f(0, 0) = f(1, 1) = 0, f(0, 1) = f(1, 2) = −1, f(0, 2) =
−2, f(1, 0) = 1, f(2, 0) = 4, f(2, 1) = 3, f(2, 2) = 2, wi�


|X2/R↾X2| = 7.20. (a) Nie. Istotnie, π1[C] = R \ {0} 6= R = π1[R
2], 
zyli ¬C RR2.(b) Np. D = R× {0, 1}.(
) Z de�ni
ji klasy abstrak
ji mamy

[{〈0, 0〉}]R = {A ⊆ R2 : π1[A] = π1[{〈0, 0〉}] = {0}}.Wobe
 tego [{〈0, 0〉}]R = P({0} × R) \ {∅}.(d) Nie. Zauwa»my, »e F ∈ [E×N]R wtedy i tylko wtedy, gdy π1[F ] =
E. Z drugiej strony wiemy, »e |π1[F ]| ≤ |F |, sk¡d wnioskujemy, »e
|F | ≤ |E| > ℵ0.21. (a) Nie
h 
i¡g 〈dn : n ∈ N〉 b�dzie zadany warunkami d0 = 0, dn = 1dla n ≥ 1. Wów
zas 〈dn : n ∈ N〉T 〈cn : n ∈ N〉, 
zyli [〈cn : n ∈
N〉]T = [〈dn : n ∈ N〉]T . 31



(b) Zauwa»my, »e 
e
h¡ 
i¡gu li
zb naturalny
h, wyabstrahowan¡ przypomo
y rela
ji T , jest jego pierwszy wyraz. Zatem klasy abstrak-
ji rela
ji T s¡ wyzna
zane przez mo»liwe warto±
i tej 
e
hy, 
zyliprzez li
zby naturalne. Wobe
 tego
NN/T = {Ak : k ∈ N},gdzie Ak = {〈an : n ∈ N〉 ∈ NN : a0 = k}.(
) Wprost z (b) otrzymujemy |NN/T | = ℵ0. Istotnie, sprawdzenie, »efunk
ja f : N → NN/T , zadana wzorem f(k) = Ak jest bijek
j¡nie powinno nastr�
za¢ wi�kszy
h problemów.(d) Nie
h ϕ : [〈cn : n ∈ N〉]T → NN b�dzie funk
j¡ zadan¡ wzorem

ϕ(〈an : n ∈ N〉) = 〈an+1 : n ∈ N〉.Funk
ja ϕ jest injek
j¡, gdy» je±li dwa 
i¡gi 〈an : n ∈ N〉, 〈bn :
n ∈ N〉, nale»¡
e do [〈cn : n ∈ N〉]T ró»ni¡ si� m-tym wyrazem, to
m > 0 (bo a0 = b0), zatem 
i¡gi 〈an+1 : n ∈ N〉, 〈bn+1 : n ∈ N〉b�d¡ ró»ni¢ si� tym samym wyrazem.Funk
ja ϕ jest te» surjek
j¡. Istotnie, ustalmy dowolny 
i¡g 〈en :
n ∈ N〉 ∈ NN. Wów
zas 
i¡g 〈fn : n ∈ N〉, zadany warunkami
f0 = c0, fn = en−1 dla n ≥ 1 nale»y do [〈cn : n ∈ N〉]T i

ϕ(〈fn : n ∈ N〉) = 〈en : n ∈ N〉.Zatem [〈cn : n ∈ N〉]T ∼ NN, 
zyli |[〈cn : n ∈ N〉]T | = c.Warto zauwa»y¢, »e w isto
ie w powy»szym dowodzie nie korzy-stali±my z de�ni
ji 
i¡gu 〈cn : n ∈ N〉. Wobe
 tego pokazali±my,»e ka»da klasa abstrak
ji rela
ji T ma mo
 
ontinuum.22. (a) Nie. Gdyby {1, 2, 4} + x = {5, 7, 8} dla pewnego x ∈ Z, to 1 +
x = 5 i 2 + x = 7 (przesuni�
ie za
howuje porz¡dek elementów wzbiorze), sk¡d x = 6 i x = 5, sprze
zno±¢.(b) Tak. Ta klasa to {A0, A1, A2, A3, A4}, gdzie Ai = {5k + i : k ∈ Z}(dla i = 0, . . . , 4).(
) Zauwa»my, »e dowolne dwa zbiory jednoelementowe s¡ ze sob¡ wrela
ji (dla {a}, {b} ∈ P(Z) mamy {a} + (b − a) = {b}). Wobe
tego wszystkie singletony s¡ w tej samej klasie abstrak
ji, 
zyli

|{A ∈ (P(Z))/R : (∀B ∈ A)|B| = 1}| = 1.32



(d) Poniewa» dwuelementowy
h podzbiorów zbioru li
zb 
aªkowity
hjest przeli
zalnie wiele, wi�
 klas abstrak
ji rela
ji R, które skªa-daj¡ si� z taki
h zbiorów jest 
o najwy»ej przeli
zalnie wiele. Byzako«
zy¢ dowód wystar
zy zatem pokaza¢, »e jest niesko«
ze-nie wiele parami nierównowa»ny
h dwuelementowy
h podzbiorówzbioru li
zb 
aªkowity
h (bo ka»dy z ni
h b�dzie wyzna
zaª inn¡klas� abstrak
ji rela
ji R). By to zrobi¢ zauwa»my, »e dwa dwu-elementowe zbiorów s¡ ze sob¡ w rela
ji dokªadnie wtedy, gdy i
helementy s¡ od siebie równoodlegªe, 
zyli
{a, b}R {c, d} ⇔ |a− b| = |c− d|.Wobe
 tego rodzina {{0, n} : n ∈ N+} jest niesko«
zon¡ rodzin¡parami nierównowa»ny
h dwuelementowy
h podzbiorów zbioru li
zb
aªkowity
h.(e) Mamy (por. rozwi¡zanie zadania 18(d))

|P(Z)/R| ≤ |P(Z)| = c.Rozwa»my teraz rodzin� A = {{0} ∪ A : A ⊆ N+}. O
zywi±
ie
|A| = |P(N+)| = c. Ponadto, poniewa» przesuni�
ie za
howujeporz¡dek elementów w zbiorze, wi�
 elementy rodziny A s¡ paraminierównowa»ne (wzgl�dem rela
ji R) � wszystkie maj¡ ten samnajmniejszy element, zatem »adne niezerowe przesuni�
ie nie mo»eprzeprowadza¢ jednego z ni
h na drugi. Wobe
 tego funk
ja f :
A → P(Z)/R zadana wzorem f(B) = [B]R jest injek
j¡. Zatem

|P(Z)/R| ≥ |A| = c.Na mo
y tw. Cantora-Bernsteina otrzymujemy |P(Z)/R| = c.23. (a) Nie. Poniewa» f(0) = −1 < 0 i g(0) = 0, wi�
 ¬f R g, 
zyli
[f ]R 6= [g]R.(b) Mamy

ϕ ∈ [h]R ⇔ (∀n ∈ N)(ϕ(n) ≥ 0 ⇔ (−1)n ≥ 0),zatem
[h]R = {ϕ ∈ ZN : (∀n ∈ N)ϕ(2n) ≥ 0 ∧ ϕ(2n+ 1) < 0}.(
) Szukanym zbiorem maksymalnej mo
y mo»e by¢ np. zbiór

A = {−1, 1}N.33



Je±li bowiem f, g ∈ A s¡ takie, »e f 6= g, to istnieje n ∈ N takie,»e f(n) 6= g(n). Ale to ozna
za, »e warto±
i f(n) i g(n) s¡ ró»ny
hznaków, 
zyli ¬f R g.24. (a) Nie. Poniewa» {2n+ 1 : n ∈ N}, {1} 6⊆ Z \N, wi�

{2n+ 1 : n ∈ N}R {1} ⇔ {2n+ 1 : n ∈ N} ∩ N = {1} ∩ N,
o, o
zywi±
ie, nie ma miejs
a.(b) Wystar
zy zauwa»y¢, »e je±li C ⊆ Z \ N, to [C]R = {C}. Zatemnp. dla C = {−1} mamy |[C]R| = 1 < ℵ0.(
) Poniewa»

{x ∈ Z : |x+ 1| ≤ 1} = {−2,−1, 0} 6⊆ Z \ N,wi�

D ∈ [{x ∈ Z : |x+ 1| ≤ 1}]R ⇔ D ∩ N = {−2,−1, 0} ∩ N = {0}.Zatem np. D = Z \ N+.(d) Poniewa» ARZ ⇔ A ∩ N = Z ∩ N = N, wi�


[Z]R = {A ∈ P(Z) : N ⊆ A}.Zauwa»my teraz, »e
{A ∈ P(Z) : N ⊆ A} = {N ∪ B : B ∈ P(Z \ N)}.Okre±lmy funk
j� f : P(Z\N) → {N∪B : B ∈ P(Z\N)} wzorem

f(B) = N ∪ B. W prosty sposób mo»emy sprawdzi¢, »e jest onabijek
j¡. Wobe
 tego
|[Z]R| = |P(Z \ N)| = |P(N)| = c.(e) Z jednej strony wiemy (por. rozwi¡zanie zadania 18(d)), »e

|P(Z)/R| ≤ |P(Z)| = c.Z drugiej strony zauwa»my, »e je±li A,B ⊆ N i A 6= B, to ¬ARB(bo A ∩ N = A 6= B = B ∩ N). Wobe
 tego ró»ne podzbioryzbioru li
zb naturalny
h wyzna
zaj¡ ró»ne klasy abstrak
ji rela-
ji R (dokªadniej: funk
ja f : P(N) → P(Z)/R zadana wzorem
f(A) = [A]R jest injek
j¡), 
zyli

|P(Z)/R| ≥ |P(N)| = c.Na mo
y tw. Cantora-Bernsteina otrzymujemy |P(Z)/R| = c.34



25. (a) Poniewa» [∅]R = {A ∈ P(X) : f [A] = f [∅] = ∅, wi�
 [∅]R = {∅}(bo »aden niepusty zbiór nie mo»e mie¢ pustego obrazu).(b) Tak. Pytamy bowiem, 
zy istnieje zbiór A ⊆ X taki, »e {3, 6}RAi A S {4}, 
zyli taki, »e
f [A] = f [{3, 6}] = {3, 4} i f−1[A] ⊆ f−1[{4}] = {6}.Drugi z ty
h warunków ozna
za, »e A ⊆ {4, 5, 6}. Poniewa» dla

A = {4, 6} speªniony jest tak»e pierwszy warunek, wi�
 odpowied¹na nasze pytanie jest pozytywna.(
) Zauwa»my, »e 
e
h¡ podzbioru zbioru X , wyabstrahowan¡ przypomo
y rela
jiR, jest jego obraz przez funk
j� f . Poniewa» rng(f) =
{1, 2, 3, 4}, wi�
 warto±
i wyabstrahowanej 
e
hy to podzbiory zbioru
{1, 2, 3, 4}. Wobe
 tego

|P(X)/R| = |P({1, 2, 3, 4})| = 16.Inn¡ metod¡ rozwi¡zania tego zadania mo»e by¢ opisanie zbioru
P(X)/R. Nale»y jednak uwa»a¢ � przy opisywaniu tego zbioru �napie
hot�� (poprzez wypisanie i pogrupowanie wszystki
h podzbio-rów zbioru X) bardzo ªatwo si� pomyli¢. Dlatego lepiej wykorzy-sta¢ taki opis:

P(X)/R = {AD : D ∈ P({1, 2, 3, 4})},gdzie AD = {A ⊆ X : f [A] = D} (
o jednak w grun
ie rze
zy jesttylko lekk¡ mody�ka
j¡ pierwszej metody rozwi¡zania).(d) �atwo mo»emy sprawdzi¢, korzystaj¡
 z wªasno±
i prze
iwobrazu,»e rela
ja S (zatem tak»e ka»de jej ob
i�
ie) jest rela
j¡ zwrotn¡i prze
hodni¡. Wobe
 tego musimy znale¹¢ najwi�kszy (w sensiezawierania) zbiór C ⊆ X , dla którego rela
ja S ↾ C jest sªaboantysymetry
zna (bo tylko tej wªasno±
i rela
ji porz¡dku brakujerela
ji S). Przypu±¢my, »e dla pewny
h zbiorów A,B ⊆ X za
ho-dzi AS B i B S A, 
zyli
f−1[A] ⊆ f−1[B] i f−1[B] ⊆ f−1[A].Zatem f−1[A] = f−1[B]. St¡d f [f−1[A]] = f [f−1[B]], 
zyli A ∩

rng(f) = B ∩ rng(f). Z równo±
i tej wynika równo±¢ zbiorów A i
B pod warunkiem, »e A,B ⊆ rng(f). Wobe
 tego

C = rng(f) = {1, 2, 3, 4}.35



26. (a) Tak. Dwa przedziaªy s¡ nieporównywalne, gdy jeden zawiera si� wdrugim i maj¡ oba ko«
e ró»ne, zatem przykªadem mo»e by¢ np.
J = (−1, 3).(b) Przykªadem antyªa«
u
ha mo»e by¢ np. zbiór A = {(−a, a) : a ∈
(0,+∞)}.(
) Przykªadem ªa«
u
ha mo»e by¢ np. zbiór L = {(0, n) : n ∈ N}.(d) Nie. Istotnie, je±li (a, b) ∈ A, to (

a+b
2
, 1
)

∈ A i (a, b) ≺ (

a+b
2
, 1
).27. (a) Nie. Zauwa»my bowiem, »e x ≤1 y ⇔ y ≤ x (
zyli ≤1 jest poprostu odwró
onym porz¡dkiem na zbiorze R). Zatem π <1 3.(b) Tak. Poniewa» standardowy porz¡dek na zbiorze li
zb rze
zywi-sty
h jest liniowy, wi�
 po odwró
eniu pozostanie liniowy.(
) Np. B = (2, 3).(d) Tak. Istotnie, ustalmy dowolne x, y ∈ N. Mamy

x ≤2 y ⇔ x ≤1 y ⇔ (∀z ∈ R)(x < z ⇒ y < z) ⇒
⇒ (∀z ∈ N)(x < z ⇒ y < z).Z drugiej strony, gdyby (∀z ∈ N)(x < z ⇒ y < z), ale istniaªoby

t ∈ R, takie »e x < t i t ≤ y, to x < y i otrzymujemy sprze
zno±¢z zaªo»eniem dla z = y.28. (a) Np. {〈n, 0〉 : n ∈ N}, albo opisany w (b) zbiór elementów minimal-ny
h (klu
zowe jest dostrze»enie ró»ni
y pomi�dzy porz¡dkiem �a zwykªym porz¡dkiem produktowym).(b) {〈n, 0〉 : n ∈ N} ∪ {〈0, n〉 : n ∈ N}.(
) Nie. Przypu±¢my bowiem, »e taki niesko«
zony ªa«
u
h L ist-nieje. Poniewa» rzut π[L] jest zbiorem sko«
zonym, wi�
 istnieje
x0 ∈ π[L], takie »e zbiór A = {〈x, y〉 ∈ L : x = x0} jest niesko«-
zony (wynika to z zasady szu�adkowej � w prze
iwnym przy-padku zbiór L byªby sko«
zony). Ale zbiór A ⊆ L jest antyªa«
u-
hem, sprze
zno±¢.29. (a) Nie. Gdyby (0, 1) ≺ (a, b) ≺ (1, 2), to poniewa» z de�ni
ji rela
ji
� wynika, »e I ≺ J ⇔ sup I ≤ inf J , wi�
 mieliby±my 1 ≤ a i
b ≤ 1, 
o jest sprze
zne z zaªo»eniem, »e a < b.(b) Nie. Wystar
zy zauwa»y¢, »e ka»dy od
inek (a, 1), gdzie a < 1,jest elementem maksymalnym w P((−∞, 1)) ∩X .36



(
) Poniewa» dwa od
inki s¡ nieporównywalne dokªadnie wtedy, gdynie s¡ rozª¡
zne, wi�
 w szukanym antyªa«
u
hu ka»de dwa od-
inki musz¡ mie¢ niepusty przekrój. Warunek ⋂

I∈A

I = ∅ najpro±
iejosi¡gn¡¢ rozwa»aj¡
 rodzin� zst�puj¡
¡ (wzgl�dem zawierania).Przykªadowa odpowied¹ to
A =

{(

0,
1

n

)

: n ∈ N+

}

.(d) Nie. Poniewa» porównywalno±¢ dwó
h ró»ny
h od
inków ozna
zai
h rozª¡
zno±¢, wi�
 istnienie nieprzeli
zalnego ªa«
u
ha ozna
za-ªoby istnienie nieprzeli
zalnej rodziny parami rozª¡
zny
h od
in-ków na prostej, 
o, jak wiadomo, jest niemo»liwe.30. (a) Nie. Gdyby 2 � 12, to istniaªaby li
zba naturalna k, taka »e 12 =
2k+1, 
o nie jest mo»liwe.(b) Nie. Wystar
zy pokaza¢, »e dla dowolnego x ∈ N+ potra�my wska-za¢ y ∈ N+ takie, »e x ≺ y. Ustalmy zatem x ∈ N+. Je±li ¬2|x, to
¬2|(x + 2) i x ≤ x + 2, zatem x ≺ x + 2. Je±li natomiast 2|x, to
2|2x i 2x = 21 · x, zatem x ≺ 2x, 
o ko«
zy dowód.(
) Nie
h Odd b�dzie zbiorem li
zb nieparzysty
h. Wów
zas zbiór
{2x : x ∈ Odd} jest przykªadem szukanego antyªa«
u
ha.(d) Nie. Wynika to z faktu, »e zbiór N+ jest sum¡ parami rozª¡
zny
hªa«
u
hów:

N+ = Odd ∪
⋃

n∈Odd

{2kn : k ∈ N}.Nie istniej¡ zatem dwa ró»ne elementy, maj¡
e ten sam bezpo-±redni nast�pnik.31. (a) Nie, poniewa» 7 ≺ 9 ⇔ f−1(7) ≤ f−1(9) ⇔ −4 ≤ −5.(b) Nie. Zbiór uporz¡dkowany 〈N,�〉 jest izomor�
zny ze zbioremuporz¡dkowanym 〈Z,≤〉 (funk
ja f jest izomor�zmem). Wobe
tego porz¡dek � jest liniowy (bo porz¡dek ≤ jest), 
o ozna
za, »enie ma dwó
h nieporównywalny
h elementów (a ró»ne elementymaksymalne s¡ nieporównywalne).(
) Np. {2n+ 1 : n ∈ N} ∪ {4}.(d) Skorzystamy z wªasno±
i (g ◦ f)−1[C] = f−1 [g−1[C]]. Mamy
g−1[C] = {n ∈ N : g(n) ∈ C} = {n ∈ N : f(n) ∈ C} =

= {n ∈ N : 2n ∈ C} = {n ∈ N : n ≤ 50}.37



Dalej mamy
f−1[{n ∈ N : n ≤ 50}] = {k ∈ Z : f(k) ≤ 50}.St¡d otrzymujemy (g ◦ f)−1[C] = {k ∈ Z : |k| ≤ 25}.32. (a) (i)

〈2,6〉

〈4,6〉

〈4,4〉

〈4,2〉

〈6,6〉

〈6,4〉

〈6,2〉

〈2,2〉

〈2,4〉

(ii) supA = 〈12, 2〉.(b) Nie. Dla dowolnej pary 〈a, b〉 ∈ (N+)2 mamy bowiem 〈a, b〉 ≺
〈2a, b〉.(
) Np. {〈2, 2〉} ∪ {〈2k, 1〉 : k ∈ N+}.33. (a) Elementem najmniejszym (i w zwi¡zku z tym jedynym elemen-tem minimalnym) jest funk
ja staªa, zadana wzorem f(n) = 0.Element maksymalny (a zatem równie» element najwi�kszy) nieistnieje, poniewa» dla dowolnej funk
ji ϕ ∈ NN mo»emy zde�nio-wa¢ funk
j� ψ ∈ NN wzorem ψ(n) = ϕ(n) + 1. Wów
zas mamy
(∀n ∈ N)(ϕ(n) < ψ(n)), sk¡d wnioskujemy, »e ϕ ≺ ψ.(b) Najpro±
iej wzi¡¢ funk
je staªe. Je±li zatem funk
j� fa ∈ NN za-damy wzorem fa(n) = a, to szukanym ªa«
u
hem mo»e by¢ zbiór
L = {fa : a ∈ N}.(
) Przyjmijmy ozna
zenie A = {f ∈ NN : f � h}. Wów
zas {0, 1}N ⊆
A. Istotnie, poniewa» (∀n ∈ N)h(n) ≥ 1, wi�
 dla ka»dej funk
ji
g ∈ {0, 1}N mamy (∀n ∈ N)h(n) ≥ g(n), 
zyli g � h. Ponadto
A ⊆ NN. Wobe
 tego mamy

c = |{0, 1}N| ≤ |A| ≤ |NN| = ci z tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, »e |A| = c.34. (a) Tak. Np. 10

3
≺ 2

5
≺ 5

2
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(b) Nie. Poniewa» dwie li
zby o tej samej 
z�±
i uªamkowej s¡ niepo-równywalne, wi�
 w sz
zególno±
i zbiór Z jest zbiorem elementówminimalny
h.(
) Poniewa» elementy maksymalne musz¡ mie¢ t� sam¡ 
z�±¢ uªam-kow¡, wi�
 wybieramy dwie li
zby o niezerowej 
z�±
i uªamkowej idorzu
amy sporo li
zb o mniejszy
h 
z�±
ia
h uªamkowy
h, otrzy-muj¡
 np. Z ∪ {1

2
, 3
2
}.(d) Nie. Zauwa»my bowiem, »e dwie li
zby s¡ nieporównywalne wtedyi tylko wtedy, gdy maj¡ t� sam¡ 
z�±¢ uªamkow¡. Tym
zasem dlaustalonej li
zby a ∈ [0, 1) zbiór ty
h li
zb rze
zywisty
h, któremaj¡ 
z�±¢ uªamkow¡ równ¡ a, ma posta¢ {n + a : n ∈ Z} i jestprzeli
zalny.35. (a) Punkty, le»¡
e na koªa
h o mniejszy
h promienia
h s¡ mniejsze odty
h, które le»¡ na koªa
h o mniejszy
h promienia
h. Zatem zbiórelementów minimalny
h to {〈0, 0〉} (punkt 〈0, 0〉 jest elementemnajmniejszym).(b) Podzbiór pªasz
zyzny b�dzie ªa«
u
hem, gdy z ka»dym okr�giemo ±rodku w punk
ie 〈0, 0〉 b�dzie miaª 
o najwy»ej jeden punktwspólny. Maksymalny b�dzie wów
zas, gdy z ka»dym takim okr�-giem b�dzie miaª punkt wspólny. Zatem maksymalne ªa«
u
hyto m. in. póªproste domkni�te o po
z¡tku w punk
ie 〈0, 0〉, np.

L = {〈0, x〉 : x ∈ [0,+∞)}.(
) Nie. Je±li punkt 〈a, b〉 jest ograni
zeniem górnym zbioru A, to
a2 + b2 > 12 + 12 = 2. Ale wtedy ka»dy punkt 〈c, d〉, taki »e
a2 + b2 > c2 + d2 > 2, jest ograni
zeniem górnym zbioru A i
〈c, d〉 ≺ 〈a, b〉. Wobe
 tego w zbiorze ograni
ze« górny
h zbioru Anie mo»na znale¹¢ elementu najmniejszego.(d) Tak. Jedyn¡ niepust¡ rela
j¡, która jest równo
ze±nie rela
j¡ rów-nowa»no±
i i rela
j¡ porz¡dku jest rela
ja równo±
i. Rela
ja � poob
i�
iu do zbioru B staje si� rela
j¡ równo±
i dokªadnie wtedy,gdy zbiór ten jest antyªa«
u
hem. Zatem w zadaniu pytamy si� taknaprawd� o istnienie niesko«
zonego antyªa«
u
ha. A taki o
zy-wi±
ie istnieje � przykªadem jest ka»dy okr¡g o ±rodku w punk
ie
〈0, 0〉.
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