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Przedmowa

W zbiorach zadan ze wstepu do matematyki zadania zazwyczaj sa tak
pogrupowane, by dotyczyty poje¢ z poszczegdlnych dziatéw, omawianych w
ramach tego przedmiotu (takich jak ,Funkcje”, ,Relacje” czy ,Moce zbiorow”).
Jest to uzasadnione, gdyz studenci poznaja kolejne pojecia sukcesywnie i
nieuprawnionym bytoby oczekiwanie, ze beda w stanie rozwigzywac¢ zada-
nia, dotyczace catego materiatu. Z takimi spotykaja sie na ogét dopiero na
egzaminie.

Przygotowujac ten zbior zadan chcialem odejsé od opisanej powyzej za-
sady. Zebrane w nim zadania wymagaja calosciowej wiedzy ze wstepu do
matematyki. Wazne jest tez, by material ten byt nie tylko opanowany, ale
takze dobrze zrozumiany. Wiele z tych zadar, cho¢ wyglada skomplikowa-
nie, ma w rzeczywistosci krotkie rozwigzania, a gtéwna ich trudnos$¢ polega
na tym, ze wystepujace w nich obiekty maja dos¢ skomplikowana nature i
wymagaja wlasnie dobrego zrozumienia. Z tych tez powodow zbioér dobrze
nadaje sie do przygotowan przedegzaminacyjnych.

Do wszystkich zadan opracowane sg zaréwno wskazowki, jak i odpowiedzi.
Drzieki temu osoby, ktoére preferuja samodzielne rozwigzywanie zadan, a nie
maja pomystu, jak zaczac¢, moga najpierw skorzysta¢ ze wskazowki.

Wszystkie definicje poje¢ i oznaczenia sa zgodne z podrecznikiem [2]. W
rozwigzaniach nie dowodze faktow, ktore zostaty udowodnione w tym pod-
reczniku.

Autor prosi o zglaszanie mu wszelkich uwag, dotyczacych niniejszego
zbioru, w szczegolnosci przeoczonych pomytek i btedow, pod adresem
Jan.Kraszewski@math.uni.wroc.pl .

Niniejszy skrypt zostal przygotowany i sfinansowany w ramach projektu
Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego ,Zamawianie ksztalcenia na kie-
runkach technicznych, matematycznych i przyrodniczych - pilotaz”’, wspotfi-
nansowanego przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spo-

tecznego. .
Jan Kraszewsk:



Rozdziat 1

Zadania

1. Niech A, B, C beda dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R, a D —
dowolnym podzbiorem zbioru R.

(a) Wyjasnié¢ stowami (bez uzycia symboli), jaka wlasnos¢ zbioru D opisuje
zdanie
(Vx € D)(Jy € D)z #y.

(b) Zapisa¢ symbolicznie wyrazenie

Rodzina zbiorow {A, B, C'} jest rodzina rozlaczna.

(c) Czy warunek (A\ B)UC = C jest warunkiem koniecznym do tego, by
A C C? Odpowiedz uzasadnic.

(d) Czy jesli P(A)NP(B) = {0}, to moze zajs¢ BxC C C'x A? Odpowied7

uzasadnic.
(e) Poda¢ jak najstabszy warunek na moce zbiorow A i B, wystarczajacy
do tego, by A\ B ~ R. Odpowiedz uzasadnic.
2. Niech A, B, C' beda dowolnymi, ro6znymi podzbiorami zbioru R.

(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia. W podpunkcie (ii) nie
wolno uzy¢ kwantyfikatorow.

(i) Kazdy podzbior zbioru A zawiera sie zbiorze B lub jest roztaczny
z pewnym niepustym podzbiorem zbioru C.

(ii) Rodzina {A, B,C} jest antylanicuchem w zbiorze czesciowo upo-
rzadkowanym (P(R), C).

(b) Czy jesli Ax BZC xC,to AZ C'i BZ C? Odpowiedz uzasadnic.
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(c) Czy jesli AABC C,to ANB=0= B C C? Odpowiedz uzasadni¢.
(d) Cazy jedli istnieja surjekcja f: B — C iinjekcja g : C' — B, to B ~ C?
OdpowiedZ uzasadni¢.
3. Niech A, B, C' beda dowolnymi, r6znymi podzbiorami zbioru N.

(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia. Nie wolno uzy¢ symbolu
mocy zbioru | |.

(i) Nieskoriczenie wiele liczb parzystych nalezy do zbioru A.
(ii) Rodzina {A, B, C?} jest podzialem zbioru N.

(b) Udowodni¢, ze jesli ANBNC #0,to AxC=BxC=A=B.
(c) Czy jesli ANB=AUC, toCN(B\ A)=0? Odpowiedz uzasadnic.
(d) Niech D = {n € N : (3k € N)n = 3k}. Czy jesli |D \ A] < R, to
D ~ A? Odpowiedz uzasadni¢.
4. Niech A, B i C' beda dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R.
(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia.

(i) Kazdy niepusty podzbior zbioru A, ktory nie jest podzbiorem
zbioru B, jest podzbiorem zbioru C.

(ii) Rodzina zbiorow {A, B,C} nie jest rodzina zbior6w parami roz-
tacznych.

(b) Czy z faktow, ze ANC =BNCiA\C=B\C wynika, ze A = B?
Odpowiedz uzasadnic.

(c) Czy 7z faktu, ze AUC # BUC wynika, ze A # B? Odpowiedz uzasadnic.
(d) Czy z faktu, ze zbiory A i B sa nieskonczone wynika, ze A ~ B?
Odpowiedz uzasadnic.
5. Niech A, B, C beda dowolnymi, r6znymi podzbiorami zbioru R.
(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia.

(i) Doktadnie dwa sposrod zbiorow A, B, C' sa niepuste.



(ii) Zbior A nie jest ograniczeniem gornym rodziny {B, C'} w zbiorze
czesciowo uporzadkowanym (P(R), C).

(b) Czy warunek A x B C C' jest warunkiem wystarczajacym do tego, by
A = (7 Odpowiedz uzasadnic.

(c) Cazy jesli P(C) CP(A)NP(B), to C C AN B? Odpowiedz uzasadnic.
(d) Niech f : R — R oraz A C R. Czy z faktu, ze funkcja f [ A jest
surjekcja wynika, ze funkcja f jest surjekcja? Odpowiedz uzasadnic.
6. Niech A, B, C' beda dowolnymi, r6znymi podzbiorami zbioru R.
(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia.

(i) Kazdy element zbioru A nalezy do doktadnie jednego ze zbiorow
BicC.

(ii) Rodzina {A, B,C} nie jest tanicuchem w zbiorze cze$ciowo upo-
rzadkowanym (P(R), C).

(b) Udowodni¢, ze jesli niepuste zbiory A, B i C' spelniaja warunek (i) z
podpunktu (a), to spetniaja warunek (ii) z podpunktu (a).

(c) Czy jesli C x BC C x A, to B C A? Odpowiedz uzasadni¢.

(d) Czy jesli istnieje injekcja f : R — A, to warunek AN B # () jest
warunkiem wystarczajacym na to, by istniata surjekcja g : ANB — R?
Odpowiedz uzasadnic.

7. Niech A, B, C' beda dowolnymi niepustymi, réznymi podzbiorami zbioru
R.
(a) Zapisa¢ symbolicznie nastepujace wyrazenia.

(i) Do zbioru A naleza wszystkie ograniczenia dolne zbioru B U C.
(ii) Rodzina {A, B,C?} jest podzialem zbioru R.

(b) Poda¢ przyklad zbiorow A, B, C, spekiajacych koniunkcje warunkow
z podpunktu (a).

(c) Czy z faktu, ze B C AUC wynika, ze C C (AUBUC)\ (A\ B)?
Odpowiedz uzasadni¢.



(d) Zaktadamy, ze (A x C)N(C x B) # 0. Czy moze zajs¢ ANBNC = (7
OdpowiedZ uzasadnic.

(e) Czy z faktu, ze 0 < |[(A x A) A (B x B)| < Xy wynika, ze zbior A jest
skonczony? Odpowiedz uzasadnié.

8. Rozwazamy funkcje f : Z — N dana wzorem f(zr) = 2 + .

(a) Wyznaczy¢ f[A], gdzie A =[-2,1] N Z.

(b) Wyznaczy¢ f~1[B], gdzie B={r € N: |z — 1| < 2}.

(c) Czy funkcja f jest ,na”? Odpowied7 uzasadnic.

(d) Zdefiniowa¢ funkcje g : Z — Z tak, by obraz rng(g) byt zbiorem nie-
skonczonym i funkcja f o g byta réznowartosciowa. Odpowiedz uzasad-
nic.

(e) Czy istnieje funkcja h : Z — Z taka, by funkcja f o h byla ,na™
Odpowiedz uzasadnic.

9. Rozwazmy funkcje f: R — (0, 400) dana wzorem f(z) = 2> + 1.
(a) Wyznaczyé (f o f)(2® + 1).
(b) Wyznaczy¢ f[A], gdzie A = [-2,1].
(c) Wyznaczy¢ f~1[B], gdzie B = (2,3).
)

(d) Rozwazmy funkcje g, : R — R, zadana wzorem g, (z) = f(x—a) (gdzie
a € R jest parametrem). Wyznaczy¢ zbior

C ={a eR: g, jest funkcja réznowartosciowa}.

Odpowiedz uzasadnic.

10. Niech F': NN — NY bedzie funkcja zadana wzorem F(f) = f o f. Niech
idy € NN oznacza funkcje identycznoéciowa. Niech h € NN bedzie funkcja
zadana wzorem h(z) = 0.

(a) Podac przyklad funkcji g € NN\ {idy, h} takiej, ze F/(g) = g. Odpowiedz
uzasadnic.

(b) Czy funkcja F' jest injekcja? Odpowiedz uzasadnic.
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(c¢) Udowodni¢, ze jesli F(f) = idy, to funkcja f jest bijekcja.
(d) Znalez¢ zbior A C NY jak najwiekszej mocy, o nastepujacej wlasnosci:

AC F{h}].

11. Niech m : R? — R bedzie rzutem na druga of (tzn. m(z,y) = y).
Rozwazamy funkcje F : P(R?) — P(R) zadana wzorem F(X) = mp[X].

a) Czy funkcja F jest roznowarto$ciowa? Odpowiedz uzasadnic.

(
(b) Czy funkcja F jest surjekcja? OdpowiedZ uzasadnié.

(¢) Wyznaczy¢ F1{{-1}}].

(d) Niech g : R — R bedzie funkcja zadana wzorem g(z) = 2%, Definiujemy
funkcje G : P(R) — P(R) wzorem G(X) = g~ ![X]. Czy istnieje zbior
A C R? taki, ze |G o F(A)| = 37 Odpowiedz uzasadnic.

)
)
)
)

12. Niech funkcja F' : NY¥ — P(N) bedzie zadana wzorem F(f) = f~[{1}].
(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa? Odpowiedz uzasadnic.
(b) Czy funkcja F jest ,na”? Odpowiedz uzasadni¢.

(c) Niech S C NN bedzie zbiorem wszystkich funkcji statych. Wyznaczy¢
FIS].

(d) Wyznaczy¢ |F~1{{1}}]|- Odpowiedz uzasadnic.
13. Niech A = {f € NV : f nie jest surjekcja} i niech funkcja F: A — P(N)
bedzie zadana wzorem F'(f) = rng(f).
(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa? Odpowiedz uzasadnic.
(b) Czy funkcja F' jest ,na”? Odpowiedz uzasadnié.
(c) Niech B={f € A: f jest ograniczona}. Wyznaczy¢ F[B].
(d) Niech C' = {{0,1}}. Wyznaczy¢ |F~![C]|. Odpowiedz uzasadnic.
14. Niech f,g,h € N beda funkcjami danymi wzorami f(x) = 2z, g(z) =

22 — 2x + 21 h(z) = 0. Niech funkcja F : NN — NN bedzie dana wzorem
Fp)=¢o f.



(a) Czy prawda jest, ze g[A]Ng[B] #0 = AN B # (7
(b) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa?

)
)
(c) Czy g € FTI[{f}]?

(d) Wyznaczy¢ [F-[{h}]].

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnicé.
15. Niech X = {x € N: z < 6}.

(a) Czy istnieje funkcja f: X — X taka, ze fo f=idx i (Ve € X) f(z) #
x? Odpowiedz uzasadnié.

(b) Rozwazmy funkcje g : X — X dana wzorem g(z) = |x — 2|. Uzasadnic,
ze nie istnieje czesciowy porzadek =< na zbiorze X taki, ze

(Ve e X)x < g(z).

(c¢) Rozwazmy funkcje h : X XN — X xN dang wzorem h(z,y) = (z, z+vy).

(i) Wyznaczy¢ h='[{(3,2)}].
(ii) Wyznaczy¢ | rng(h)|. Odpowiedz uzasadnié.

16. Niech R i S beda relacjami na zbiorze A = {x € N : z < 10}, zdefinio-
wanymi nastepujaco:
TRy & (3k € Z) 2* — y* = 5k, xSy x-y #£8.

(a) Uzasadni¢, ze R jest, a S nie jest relacja rownowaznosci.
(b) Wyznaczy¢ [2]g.
(c) Wyznaczy¢ |A/g|. Odpowiedz uzasadnié.

(d) Czy RN S jest relacja rownowaznosci? Odpowiedz uzasadnic.
17. Niech I ={2,3,5,7}. Niech R C N* x N* bedzie relacja rownowaznosci

zadang warunkiem
xRy < (Vp € I)(plz < ply).

(a) Czy 12 € [18]g?
(b) Czy {2n+1:n € N} € Nt /R?



(c) Czy relacja Ro R jest spojna?
(d) Wyznaczy¢ [Nt /g|.
Wszystkie odpowiedzi uzasadnié.

18. Dla kazdego n € {0, 1,2} na zbiorze NV definiujemy relacje rownowaznosci
R,, warunkiem

fR,g< VEeN)(f(k)>n< gk) >n).
Niech ¢, € NY beda funkcjami, zadanymi wzorami ¢(z) = 0, ¢ (z) = .
(a) Wyzmaczyé [¢ls,.
(b) Wyznaczy¢ |[¢]g,|. Odpowiedz uzasadnic.
(c) Czy ¥ Ry o Ry ¢? Odpowiedz uzasadnié.
(d) Wyznaczy¢ NN /g, |. Odpowiedz uzasadnié.

19. Rozwazmy funkcje f : Z? — Z zadang wzorem f(x,y) = 2? —y. Niech R
bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze Z?, zadana warunkiem

(z,y) R (a,b) & f(x,y) = f(a,b).

a) Czy funkcja f jest ,na”? Odpowiedz uzasadnic.

(
(b) Wyznaczy¢ klase abstrakeji [(0, 0)]g.

(c) Wyznaczy¢ obraz klasy abstrakeji f [[(2, —3)]r].

)
)
)
(d) Niech A C Z? bedzie nieskoriczonym zbiorem, ktory z kazda klasa abs-

trakeji relacji R ma co najwyzej jeden wspolny element. Czy funkcja
f T A jest roznowarto$ciowa? Czy jest ,na”? Odpowiedzi uzasadnié.

(e) Niech X ={0,1,2}. Wyznaczy¢ |X?/px2|. Odpowiedz uzasadnié.
20. Niech 7, m : R? — R beda rzutami odpowiednio na pierwsza i druga

o$ (tzn. mi(z,y) = x, mo(x,y) = y). Na zbiorze P(R?) definiujemy relacje
rownowaznosci R warunkiem

ARB & m[A] = mB].

(a) Niech C' = {(z,y) € R?: zy = 1}. Czy C € [R?],? Odpowiedz uzasad-
nic.



(b) Poda¢ przyktad zbioru D € [R?], takiego ze |my[D]| = 2.
(¢) Wyznaczy¢ [{(0,0)}] .
(d) Niech £ = R\ Q. Czy istnieje zbior F' € [E x N]g, taki ze |F| = Ro?
Odpowiedz uzasadnic.
21. Niech T bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze NV zadang warunkiem
(an :m € N)T (b, : n € N) & ag = by.
Niech (¢, : n € N) bedzie ciggiem, zadanym warunkiem (vVn € N) ¢, = 0.

(a) Poda¢ przykltad ciagu (d, : n € N), réznego od ciagu (¢, : n € N) i
takiego, ze
{cn:n e N)]pN[{d, :n €N)]p # 0.

Odpowiedz uzasadni¢.
(b) Opisa¢ zbior ilorazowy NY /7.
(¢) Jaka jest moc zbioru N¥/7? Odpowiedz uzasadnic.

(d) Pokazaé, ze |[{c, :n € N)]| =c.

22. Niech R bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze P(Z) zadana warunkiem
ARB & (Jr €Z)B = A+,
gdzie A+ z={a+x:a€ A}.
(a) Czy {1,2,4} € [{5,7,8}|g? Odpowiedz uzasadnic¢.

(b) Cgzy istnieje piecioelementowa klasa abstrakcji relacji R? Odpowiedz
uzasadnic.

(c) Wyznaczyé |{A € (P(Z))/r: (VB € A)|B| = 1}|. Odpowiedz uzasad-

nic.
(d) Udowodni¢, ze [{A € (P(Z))/r: (VB € A)|B| = 2}| = N,.
(e) Wyznaczyé¢ |P(Z)/r|. Odpowiedz uzasadnic.
23. Rozwazmy relacje rownowaznosci R na zbiorze funkcji ZY zadang warun-

kiem

fRg< (YneN)(f(n) 20« g(n)=0).
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(a) Niech funkcje f, g € ZY beda zadane wzorami f(n) = n?—11ig(n) = n.
Czy [flr = [9]r? OdpowiedZ uzasadnié.

(b) Wyznaczy¢ klase abstrakcji funkcji h € ZN, zadanej wzorem h(n) =
(=1

(c) Znalez¢ zbior A C ZN jak najwiekszej mocy, majacy nastepujaca wla-
Snos¢:

(Vg A) f#g=~fRy.

24. Niech R bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze P(Z) zadana warunkiem
ARB < (A C Z\NAB C Z\NAA = B)V(A € Z\NAB € Z\NAANN = BNN).
(a) Czy {2n+1:n € N} € [{1}|g? Odpowiedz uzasadni¢.

(b) Poda¢ przyktad zbioru C C Z, takiego ze |[C]r| < No. Odpowied7
uzasadnic.

(c) Poda¢ przyktad nieskoniczonego zbioru D C 7Z takiego, ze

De{zeZ:|z+1| <1}r.

(d) Wyznaczy¢ |[Z]g|. Odpowiedz uzasadnié.

(e) Wyznaczyé¢ |P(Z)/r|. Odpowiedz uzasadnic.

25. Niech X = {n € N : n < 6}. Niech funkcja f : X — X bedzie dana
wzorem f(x) = [v/3z], gdzie [r] oznacza najwicksza liczbe catkowita nie
wieksza od = € R. Na zbiorze P(X) definiujemy relacje rownowaznosci R
warunkiem

ARB <« f[A] = f[B]

oraz relacje S warunkiem

ASB < A C fB).
(a) Wyznaczy¢ [0]g.
(b) Czy {3,6} S o R{4}? Odpowiedz uzasadnic.
(c) Wyznaczy¢ |P(X)/gr|. Odpowiedz uzasadnic.
(d) Wyznaczy¢ najwiekszy zbior C' € P(X), dla ktorego relacja S [ P(C)

jest relacja czesciowego porzadku. Odpowiedz uzasadnic.
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26. Niech X = {(a,b) : a € RAb € R Aa < b}. Rozwazmy zbior czesciowo
uporzadkowany (X, <), gdzie

I < J<infl <infJ A supl <sup.J.

(a) Czy istnieje J € X nieporéwnywalny z przedziatem (0,2) i taki, ze
J =< (1,3)? Odpowiedz uzasadnic.

(b) Poda¢ przyklad nieprzeliczalnego antylancucha w X.

(c) Poda¢ przyktad nieskonczonego laricucha w X, ktorego zadne dwa ele-
menty nie sa roztaczne.

(d) Czy w zbiorze A = P([0,1]) N X istnieje element maksymalny? Odpo-

wiedZ uzasadnié.

27. Niech <; bedzie czeSciowym porzadkiem na zbiorze R, zadanym warun-
kiem
r<iye (VzeR) (e <z=y < 2).

Ponizsze pytania dotycza zbioru uporzadkowanego (R, <;).
(a) Czy 3 <y n7 Odpowiedz uzasadnic.
(b) Czy porzadek <; jest liniowy? Odpowiedz uzasadnié.

(c) Wskazaé¢ podzbior B C R, w ktorym nie ma elementu maksymalnego i
sup B = 2.

(d) Niech <5 bedzie obcieciem relacji <; do zbioru N. Czy dla dowolnych
x,y € N prawda jest, ze

r<sye VzeN)(z<z=y<2)?

OdpowiedZ uzasadnic.

28. Niech relacja < bedzie czesciowym porzadkiem na zbiorze N2, zadanym
warunkiem

(x,y) < (a,b) & (x=any=>b)V(r<aAy<b).
(a) Poda¢ przyklad nieskoniczonego antytaricucha w N2.

(b) Wyznaczy¢ zbior elementéw minimalnych w N2,
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(¢) Niech 7 : N*> — N bedzie rzutem na pierwsza o (tzn. m(z,y) = z). Czy
istnieje nieskoriczony taricuch L C N? taki, ze |7[L]| < Ro? Odpowied?
uzasadnic.

29. Niech X = {(a,b) : a € RAb € R Aa < b}. Rozwazmy zbior cze¢sciowo
uporzadkowany (X, <), gdzie
I J<I1=JVsupl <infJ
(a) Czy istnieje J € X taki, ze (0,1) < J < (1,2)? Odpowiedz uzasadni¢.

(b) Czy w P((—o0,1)) N X istnieje element najwiekszy? Odpowiedz uza-
sadnic.

(c) Podac przyktad nieskonczonego antytancucha A C X, takiego ze ﬂ[ = (.
IcA

(d) Cgzy istnieje nieprzeliczalny tanicuch w X7 Odpowied7 uzasadnié.

30. Niech < bedzie czeSciowym porzadkiem na zbiorze Nt zadanym wzorem
r=ye 2uA20ynGkeN)y =282V (2fr A2y Az <y).
Pytania dotycza zbioru czesciowo uporzadkowanego (N*, <).
(a
(b
(c
(d

) Czy 2 < 12?7 OdpowiedZ uzasadni¢.

) Czy w zbiorze N7 istnieje element maksymalny? Odpowiedz uzasadni¢.
) Podaé przyktad nieskoniczonego antylaricucha w zbiorze N*.

) Czy istnieje element z € N, ktory ma dwa niepor6wnywalne poprzed-
niki (element ¢ € N* nazywamy poprzednikiem elementu z € N* | gdy
t < z)? Odpowiedz uzasadnic.

31. Niech f :Z — N bedzie bijekcja zadang wzorem

| 2z -1 jesliz <O
)= { 2% jesli @ > 0.

Niech < bedzie czeSciowym porzadkiem na zbiorze N, zadanym warunkiem
n=me fi(n) < f7H(m).

Podpunkty (a)—(c) dotycza zbioru czesciowo uporzadkowanego (N, <).
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(a) Czy 7 < 9?7 Odpowiedz uzasadnic.

(b) Czy istnieje zbior A C N, ktory ma dwa rozne elementy maksymalne?
Odpowiedz uzasadnic.

(c) Poda¢ przyktad zbioru B C N, nieograniczonego z dotu i takiego, ze
sup B = 4.

(d) Niech g = f[Niniech C = {x € N: z < 100}. Wyznaczy¢ (go f)~1C].

32. Niech =< bedzie czesciowym porzadkiem na (N1)? zadanym wzorem
(z,y) 2 {a,b) < zla N b<y.
(a) Niech A = {2,4,6}%

(i) Narysowaé (czytelny) diagram Hassego zbioru czesciowo uporzad-
kowanego (A, =) (z podpisaniem wierzchotkow).

(ii) Wyznaczy¢ kres gorny zbioru A (w (NT)?2).

(b) Czy w zbiorze czesciowo uporzadkowanym ((NT)2 <) jest element mak-
symalny? Odpowied7 uzasadnic.

(c) Poda¢ przyktad tancucha L C (NT)? takiego, ze
{z eNT: (Fy e N") (z,y) € L} =Ry
oraz

{y e N*: 3z e N*) (z,y) € L}| > 1.

33. Na zbiorze NV definiujemy relacje czeSciowego porzadku warunkiem
f2ge (VneN)f(n) <gn).

(a) Jakie sa elementy najwieksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne
w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (NY, <) (jesli istnieja — wskazad,
jesli nie istnieja — uzasadnic)?

(b) Wskaza¢ nieskoriczony lancuch w zbiorze czesciowo uporzadkowanym
(NN, =<).

(c) Niech h: N — N bedzie dana wzorem h(n) = n + 1. Pokaza¢, ze

HfeNV:f<h}=c

12



34. Niech relacja < bedzie czeéciowym porzadkiem na zbiorze R, zadanym
warunkiem

vy r=yVi{r}<{y}

gdzie {x} oznacza cze$¢ utamkowa z liczby x. Polecenia dotycza zbioru cze-
Sciowo uporzadkowanego (R, <).

a) Czy istnieje z € R takie, ze ¥ < 2 < 2? OdpowiedZ uzasadnic.
3 2
b) Czy w R istnieje element najmniejszy? Odpowiedz uzasadnic.
y ) J JSZy

(c) Poda¢ przyklad nieskoriczonego zbioru A C R, takiego ze w A istnieja
doktadnie dwa elementy maksymalne.

(d) Czy w R istnieje nieprzeliczalny antytaricuch? Odpowiedz uzasadnic.

35. Niech relacja < bedzie czeSciowym porzadkiem na zbiorze R?, zadanym
warunkiem

(z,9) 2 {a,b) & (x=any="b)V (2*+1y* <a®+b).
Polecenia dotycza zbioru czesciowo uporzadkowanego (R?, <).
(a) Wyznaczy¢ zbior elementow minimalnych.

(b) Lancuch L C R? nazywamy taricuchem maksymalnym, jesli nie istnieje
laficuch L' C R2, bedacy wlasciwym nadzbiorem tancucha L. Poda¢
przyktad tancucha maksymalnego.

(c) Czy zbior A = [—1, 1] ma kres gorny? OdpowiedZ uzasadnic.

(d) Czy istnieje nieskoniczony podzbior B C R?, taki ze relacja <[ B jest
relacja rownowaznosci na zbiorze B? OdpowiedZ uzasadnié.

13



Rozdziat 2

Wskazowki do zadan

Czy narzucajaca sie odpowiedz jest na pewno kompletna?
Zadnych kwantyfikatorow (bo i po co?)!

Czy z faktu, ze A C C wynika, ze A\ B C C?

Pokazaé, ze jesli Bx C CC x A,to BC CiC C A.

Im mniej zaktadamy o mocy zbioru B, tym stabszy warunek do-
stajemy.

Czy jesli (z,y) ¢ C x C,tox ¢ Ciy ¢ C?

Skorzystac¢ z rownosci AA B = (AUB)\ (AN B).

Jakie znamy warunki, rownowazne nieré6wnosci |B| < |C|?

(i) Podzbior zbioru liczb naturalnych jest nieskonczony dokladnie
wtedy, gdy jest nieograniczony.

(ii) Jakie trzy warunki spelnia podzial? Uproszczenie: o zbiorach
A, B, C wiemy, ze sa rozne.

Kluczowa jest niepusto$¢ zbioru C.
Nie wprost?
Wiemy, ze D = (DN A)U (D \ A).

(ii) Bez kwantyfikatorow.
Patrz wskazowka do zad.
Kontrapozycja?

Czy jeden zbior moze by¢ bardziej nieskonczony od drugiego?.

(ii) Bez kwantyfikatorow.
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Co wynika z faktu, ze zbior A x B jest pusty.

Wiemy, ze P(X) CP(Y)= X CY.

Funkcja jest surjekcja, gdy przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci.
(i) Skorzystaé¢ z przydatnej operacji teoriomnogosciowe;j.

(ii) Ktores zbiory musza by¢ nieporéwnywalne w sensie zawierania.
Nie wprost.

Czy zbiory A, B, C' sa niepuste?

Czy jesli przekrdj pewnego zbioru ze zbiorem duzym jest niepusty,

to tez musi byé¢ duzy?

(i) Kazda liczba rzeczywista, jesli jest ograniczeniem dolnym zbioru
B UC, to nalezy do zbioru A;
(ii) Co z zalozenia wiemy o zbiorach A, B, C?

Przedzialy i potproste?
Diagram Venna moze pomd6c w podjeciu decyzji.
Co wynika z zalozenia? Czy to wystarczy?

Niepusto$¢ jest istotna, a rysunek moze pomoc.

A={-2,-1,0,1}.
B =10,1,2,3}.
Jaka jest przeciwdziedzina funkcji f?

Funkcja g musi by¢ réoznowarto$ciowa, podobnie jak obciecie funk-
cji f do obrazu funkcji g.

Patrz podpunkt (c).
(fo M@ +1) = f(f(z* + 1)) = f((@® +1)* + 1),

Wykres moze pomoc.

Wykres moze pomoc.

flx—a)=(r—a)?+1=2*—-2azx+a*+1.

Funkcja bardzo podobna do funkcji A?
Nie.
Wprost z definicji bijekcji.

Jak znalez¢ continuum funkcji, z ktorych kazda po ztozeniu z soba
sama daje funkcje staty, rowna zero? Wystarczy ograniczy¢ sie do
funkcji zero-jedynkowych.
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11.

12.

13.

14.

15.

Czy istnieja dwa podzbiory plaszczyzny o tym samym rzucie na
o$ OY?

W jaki sposob, majac dany podzbior prostej, skonstruowaé pod-
zbioér ptaszczyzny, ktorego rzutem bedzie dany podzbior?

F7'[{{-1}}] to rodzina podzbioréw plaszczyzny. Teraz trzeba
doktadnie odczytaé¢ z definicji przeciwobrazu, co to znaczy, ze

X e FP{{-1}}].

Czy istnieje podzbior prostej rzeczywistej, ktorego przeciwobraz
przez funkcje g ma doktadnie 3 elementy?

Czy istnieja dwa rozne ciagi liczb naturalnych, majace jedynki na
tych samych miejscach?

Czy majac dany podzbiér zbioru liczb naturalnych umiemy wska-
zaé ciag, dla ktorego zbior numeréw wyrazéw rownych 1 pokrywa
sie z danym zbiorem?

Wynikiem musi by¢ rodzina podzbioréow N.

Pamigtamy, ze F~1[{{1}}] € NY. Nastepnie korzystamy uwaz-
nie z definicji przeciwobrazu, by zorientowacé sie, z jakich doktad-
nie funkcji sktada sie rozwazany przeciwobraz. By wyznaczy¢ jego
moc, dokonujemy szacowan — do otrzymania oszacowania z dotu
wystarczy znalezé podzbior zbioru F~1[{{1}}] o ktoérym tatwo mo-
zemy stwierdzi¢, ze ma moc continuum.

Czy trudno znalez¢ dwie rozne funkcje o tym samym obrazie?
Co wynika z faktu, ze elementy zbioru A nie sa surjekcjami?

Co mozemy powiedzie¢ o obrazie funkcji ograniczonej?

Ktore funkcje maja obraz {0,1}7?

Kontrapozycja?

Warto zauwazy¢, ze dziatanie funkcji F' polega na wybieraniu pew-
nego podciggu.

) Czy F(g) = f7.

Ile jest ciggdéw liczb naturalnych, ktorych parzyste wyrazy sa ze-
rami?

Funkcja f o podanych wtasnos$ciach taczy elementy zbioru X w
pary.
Nie wprost.
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(c) (i) Dla jakich par (x,y) mamy x =3iz+y =27
(ii) Tw. Cantora-Bernsteina.
(a) Czy relacja S jest przechodnia?
(b) Kwadraty jakich liczb daja reszte 4 w dzieleniu przez 57

(c) Najprosciej — wyznaczy¢ zbior ilorazowy, najszybciej — zbadaé
reszty kwadratow w dzieleniu przez 5.

Czy relacja RN S jest przechodnia?

Jakie dzielniki ze zbioru I maja liczby 12 i 187

Czy istnieje spojna, nietrywialna relacja rownowaznosci?

Jaka cecha jest wyabstrahowana? Jakie s jej mozliwe wartosci?
Ile ich jest?

)
)
b) Czy liczby 11 3 sa w relacji R?
)
)

(a) Wystarczy dobrze zrozumie¢ definicje relacji — odpowiedz jest pro-
sta.
(b) Trzeba odczytac z definicji, jakim zbiorem jest [p]p, .

(c) Czy moze istnie¢ Swiadek na to, ze 1) Ry o Ry 7

(d) Zastanowié sie, jakie sa mozliwe wartosci cechy, wyabstrahowanej
przy pomocy relacji Ry, albo znalez¢ duzo funkcji, parami nier6w-
nowaznych wzgledem tej relacji.

(a) Tak.

(b) Jakie pary przechodza przez funkcje f na 07

(c) Bycie w jednej klasie abstrakcji relacji R to dawanie tej samej
wartosci przez funkcje f.

=

~— ~— \_/\_/S\_/ ~— ~—

,Co najwyzej” jest kluczowe.

@

Nie nalezy ba¢ sie notacji — to proste zadanie.

Wyznaczy¢ rzuty obu zbiorow.

TN N —~
&

Trzeba poda¢ przyktad zbioru, znajac jego rzuty na obie osie.
[{(0,0)}]r € P(R?) — uwaga na byty (i zbior pusty...)!
Co to jest m[E x NJ|?

SR

Jaki ciag jest rownowazny z ciagiem (¢, : n € N)?

—~ o~ —
o o

Warto zastanowi¢ sie, jaki jest efekt procesu abstrahowania — to
pomoze elegancko opisaé¢ zbior ilorazowy.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

(=9 =3
~— O S~ N N N

—~

@

o

Whprost z (b) — pod warunkiem, ze mamy porzadny opis...

Tw. Cantora-Bernsteina — oszacowanie z dotu nie jest trudne, wy-
starczy zdefiniowa¢ odpowiednig injekcje.

Skojarz relacje R z przesuwaniem (translacja) zbiorow.

Odpowiedz najpierw na to samo pytanie dla dwuelementowej klasy
abstrakcji.

Ile jest klas abstrakcji, sktadajacych sie ze zbioréow jednoelemen-
towych?

Po czym poznajemy, ze dwie pary liczb catkowitych sa w relacji
R?

Kluczowe jest dobre oszacowanie z dotu.

Jakie sa wartodci funkcji f i g w zerze.

Trzeba dokladnie opisa¢ szukany zbior (wazne sa zar6wno miejsca
parzyste, jak i nieparzyste).

Mozna wskaza¢ zbior A mocy continuum.

{2n+1:ne N} {1} € Z\ N.

CCZ\N?

{-2,-1,0} £ Z\ N.

[Zlr ={A € P(Z):NC A}.

Czy dwa rézne podzbiory zbioru liczb naturalnych wyznaczaja
rozne klasy abstrakeji relacji R?

Czy niepusty zbiér moze mie¢ pusty obraz?

Tak.

Uwaga! Opisywanie zbioru ilorazowego ,na piechote” jest ryzy-
kowne...

Jakiej cechy brakuje relacji S do bycia czeSciowym porzadkiem?
Kiedy dwa przedzialy sa nieporéwnywalne?
Jw.

Wystarczy ustali¢ jeden koniec i zmieniaé¢ drugi.
Nie.

Czy porzadek <; da sie opisa¢ w prostszy sposob?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Natychmiastowe, gdy znamy ww. prostszy opis.
Odcinek otwarty?
Tak.

(0,0) 2 (0,1).

(0,0) Z (1,0).

Nie.

Nie.

Czy mozna znalez¢ dwa elementy maksymalne?
Rodzina zstepujaca?

Gdy dwa rozne odcinki s poréwnywalne, to sa roztaczne.

Czy liczba 12 jest potega liczby 27

Dla kazdej liczby nieparzystej tatwo znalez¢ liczbe od niej wieksza
(w sensie <). A dla parzystej?

Szukamy wsr6d podzbioréw zbioru liczb parzystych.
Nie.
Rysunek moze pomoc.

Czy w zbiorze uporzadkowanym (Z, <) istnieja dwa rozne ele-
menty maksymalne?

Zbior liczb nieparzystych plus cos?

Mozna skorzystaé z faktu, ze (go f)71[C] = f~ g7 C]].
(ii) Zaczynamy od szukania ograniczenia gornego.
Patrzymy na pierwsza oS.

Warto najpierw znalez¢ nieskonczony tancuch przy ustalonej dru-
giej wspolrzednej, a potem troche go poprawi¢, by spelnié¢ drugi
warunek.

Fr=5 =2

Ile jest elementéw minimalnych w zbiorze R?
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Elementy maksymalne musza mie¢ te sama czes¢ utamkows.

Kiedy dwie liczby sa nieporéwnywalne?

Nie ma ich zbyt duzo.
Prosta nie jest dobra.
Jak ograniczy¢ z gory wierzchotki kwadratu?

Kiedy relacja porzadku moze by¢ relacja rownowaznosci?
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Rozdzial 3

Odpowiedzi do zadan

1.

(a)
(b)
(c)

()

Zbior D jest pusty lub ma przynajmniej dwa elementy.
ANB=0ANANC=0ABNC =0.

Tak. Poniewaz A\ B C A, wiec jesli A C C, to tym bardziej
A\ B C C, co 7 kolei jest rownowazne warunkowi (A\ B)UC = C.
Nie. Przypusémy nie wprost, ze B x C' C C' x A. Ustalmy dowolne
b € B i niech ¢ bedzie elementem zbioru C' (takowy istnieje, bo
C # 0). Wowcezas (b,c) € B x C, zatem (b,c) € C x A, czyli
w szczegolnosei b € C'. Oznacza to, ze B C (. Rozumujac ana-
logicznie pokazujemy, ze C' C A. Wobec tego B C A. Wowczas
AN B = B imamy

P(A)NP(B)=P(ANB)=P(B) # {0}
(bo B # ), wbhrew zalozeniu.
Niech |A| = ¢ i |B| < ¢. Wowczas |[A\ B| = ¢, czyli A\ B ~
R (warto tez zauwazy¢, ze warunek |B| < ¢ mozna by zastapi¢

jeszcze stabszym warunkiem |[AN B| < ¢ — gdyby tres¢ zadania na
to pozwalata...).

() (VX CAXCBVEYCONY DAXNY =0));

(i) FAC BA-BCAAN-ACCA-C CAAN-BCCA-C CB.
Nie. Zauwazmy, ze jesli (z,y) € A x B\ C x C, to wprawdzie
xeAiye B,alexz ¢ C'luby ¢ C. Zatem jedno z zawieran A C
C, B C ( nie bedzie zachodzi¢, ale niekoniecznie oba. Pozostaje
poda¢ kontrprzyktad, np. A = {1}, B = {2}, C = {2,3}.

Tak. Zalozmy, z2e AANB C CiANB = (. Poniewaz A A B =
(AUB)\ (AN B), wigc AU B C C. Ale wowczas tym bardziej
BCC.
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()

Nie. Warunki podane w zadaniu sa réwnowazne i znacza to samo:
|B| < |C|. Zatem kontrprzyktad tonp. B =N, C = {0}, f(n) =0,
9(0) = 0.

(i) (Vn € N)(Im € A)(m > n A 2|m);
(i) AZODANBAODNCADNANB=ODABNC=0A
NANC=0NAUBUC =N

Zalozmy nie wprost, ze A # B. Bez zmniejszenia og6lnosci mo-
zemy przyjac, ze istnieje a € A\ B. Ustalmy dowolne ¢ € C' (mo-
zemy to zrobi¢, bo z zalozenia AN BN C # () wynika, ze C # ().
Wowcezas (a,c) € Ax C, ale (a,c) ¢ BxC, czyli AxC # BxC,

wbrew zatozeniu. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowod.

Tak. Przypu$émy nie wprost, ze istnieje z € C'N(B\ A). Wowczas
w szczegolnosci © € C'i o ¢ A. Pierwszy warunek zapewnia nam,
zex € AUC, adrugi — ze ¢ AN B. Wobec tego ANB # AUC,

sprzecznosc.

Tak. Latwo mozna pokaza¢, ze |D| = Ry. Poniewaz D = (DNA)U
(D \ A), wiec skoro zbior D \ A jest skonczony, to zbior D N A
musi by¢ nieskoniczony. Tym bardziej nieskonczony jest zbior A,
jako nadzbior zbioru D N A. Ale wiemy, 7ze A C N, czyli (z tw.
Cantora-Bernsteina) otrzymujemy |A| = Xy. Wobec tego A ~ D.

(i) (VX CA)X £0= (X L B= X CC));

(i) ANB#OVBNC#ODVANC # 0.

Tak. Mamy A= (ANC)U(A\C)=(BNnC)U(B\C)=B.
Tak. Zgodnie z zasada kontrapozycji wystarczy zauwazy¢, ze jesli
A=B,to AUC = BUC. Ale to jest oczywiste.

Nie. Np. zbiory N i R s3 nieskoniczone, ale N 4 R.
i)A=0vB=0vC=0

(zauwazmy, ze zbiory A, B, C sa roine, zatem w powyzsze] alter-

natywie co najwyzej jeden sktadnik moze by¢ prawdziwy).
(ii) -B C AV -C C A.

Nie. Poniewaz zbior A x B, jesli jest niepusty, to jest zbiorem par
liczb rzeczywistych, wiec nie moze sie wowczas zawiera¢ w zbiorze
C. Zatem A x B = (). Stad jednak nie wynika, ze A = (), bo rownie
dobrze moze by¢ B = (). Kontrprzyklad: A = {1}, B =0,C = {2}.

Tak. Wiemy, ze X C Y N Z wtedy i tylko wtedy, gdy X C Y i
X C Z oraz ze jesli P(X) C P(Y), to X C Y. Wobec tego jesli
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P(C) C P(A)NP(B), to P(C) C P(A) i P(C) C P(B), skad
CCAiCCB.Zatem C' C AN B, co konczy dowod.

Tak. Skoro A C R, to rng(f [ A) C rng(f) (bo wartosci funk-
cji obcietej sa tez wartosciami funkcji obcinanej). Ale 7z zaltozenia
mamy rng(f [ A) = R, wiec tym bardziej rng(f) = R, czyli f jest
surjekcja.

i) AC BAC;
(i) 3X,Y € {4, B,CH(X LY AY € X) lub
(AZBABZAV(AZCANCZ ANV (BZCACZB).

Przypusémy nie wprost, ze zbiory A, B, C tworza tancuch. Gdyby
zbior A zawieral ktorykolwiek ze zborow B, C| to z zalozenia (i)
wnioskujemy, ze B C BAC lub C' C BAC, skad wynika BNC' =
(), co jest niemozliwe. Zatem A C Bi A C C,skad A C BN C,
czyli AN (B A C) = 0. Ale z warunku (i) wiemy, ze A C BAC.
Wobec tego A = (), wbrew zalozeniu.

Nie. Jedli C' = (), to zalozenie jest spelnione, niezaleznie od zbiorow
Ai B. Kontrprzyklad: A = {1}, B = {2}, C = 0.

Nie. Pytamy sie bowiem, czy jesli zbiér A ma moc continuum i
AN B # (), to zbior AN B ma moc continuum. Kontrprzyklad:
A =R, B={0}.

(i) (vm € R)((Vz € BUC)(m < x) = m € A);
(ii) (AN B =0) A (ANC = D) A(BNC =) A(AUBUC =R).

Np. A = (—00,0], B=(0,1), C' = [1,+00).

Nie. Z diagramu Venna mozna odczytaé, ze dobrym kontrprzykta-
dem beda takie zbiory A, B, C, ze (ANC)\ B # 0, np. A = {1, 2},
B ={1}, C ={2}.

Tak. Z zalozenia wynika, ze istnieje para (x,y) € (AxC)N(C'x B),
skad x € ANC iy € BN C. To jednak za malto, by przekroj
AN BN C musial byé¢ niepusty. Przyktad: A = {1}, B = {2},
C=1{1,2}.

Tak. Przypu$émy bowiem nie wprost, ze zbiér A jest nieskonczony.
Zauwazmy, ze wowczas zbior A X A rowniez jest nieskoriczony, za-
tem nieskonczony musi by¢ tez zbior B. Istotnie, w przeciwnym
przypadku zbior B x B bylby skonczony, co oznacza, ze zbior
(A x A)\ (B x B) bylby nieskoniczony. Ale (A x A)\ (B x B) C
(A x A) A (B x B) i otrzymujemy sprzecznos¢ ze skonczonoscia
zbioru (A x A) A (B x B).
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10.

Dalej, z zalozenia wiemy, ze istnieje (z,y) € (A x A) A (B x B).
Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zalozyé, ze (x,y) € (A X
A) \ (B x B) (to zalozenie jest nieuprawnione, dopoki nie po-
kazemy, ze |B| > Ry). Wowczas © € A\ B luby € A\ B. Bez
zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjac, ze © € A\ B. Wtedy
{x} x AC (Ax A) A (B x B). Ale zbior {x} x A jest rownoliczny
ze zbiorem A, czyli jest nieskonczony. Otrzymana sprzecznos$é¢ ze
skoniczonos$cia zbioru (A x A) A (B x B) konczy dowdd.

fIA] ={0,2}.

fYB]={-2,-1,0,1}.

Nie. Np. 1 ¢ rng(f). Gdyby bowiem istnialo = € Z, takie ze
f(z) = 1, to rownanie 22 + x — 1 = 0 mialoby rozwigzanie w
liczbach catkowitych, co jest niemozliwe.

Przyktadem moze by¢ funkcja zadana wzorem

(z) = 2x jeslix >0
I = —22 —1 jesliz < 0.

Wowezas rng(g) = N, a funkcja f o g jest roznowartosciowa. Istot-
nie, jesli x1, 29 € Z i 11 # 9, to g(x1) # g(x2) (gdyz, jak tatwo
sprawdzi¢, funkcja g jest injekcja) oraz g(x1),g(z2) > 0. Zatem
f(g(x1)) # f(g(x2)), gdyz funkcja f [N jest roznowartosciowa.
Nie. Poniewaz rng(foh) C rng(f), wiec skoro rng(f) # N, to tym
bardziej rng(f o h) # N.

(fof)(a?+1) = f(f(a®+1)) = f((e*+1)*+1) = f(a"+227+2) =
(z* +22° + 2)? + 1 = 2% + 425 + 82* + 822 + 5.
flA]=A{z*+1:2 € [-2,1]} = [L,5].

A Bl={zeR:22+1€ (2,3)}={zeR:1<2? <2} =
Poniewaz g, (z) = f(z—a) = (z—a)*+1 = 2 —2ax+a?*+1, wiec
funkcja g,, jako funkcja kwadratowa, nie jest réznowarto$ciowa
(niezaleznie od «). Zatem C' = ().

Np. g(n) =1 (lub dowolna inna niezerowa funkcja stala).

Nie. Rozwazmy funkcje h; € NV zadana warunkami hy(2) = 1,
hi(n) = 0 dla n # 2. Wtedy F'(hy) = F(h) = h, zatem funkcja F’
nie jest injekcja.
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11.

12.

(c) Zalozmy, ze F(f) = idy. Pokazemy, ze funkcja f jest réznowarto-
Sciowa i ,na’”.
Ustalmy dowolne n,m € N takie, ze f(n) = f(m). Wowczas

czyli z zatozenia n = m, co konczy dowo6d réznowartosciowosci
funkcji f.
Ustalmy teraz dowolne y € N. Niech x = f(y) € N. Wowczas

zatem funkcja f jest surjekcja.

(d) Dla dowolnej funkcji ¢ € {0,1}" zdefiniujemy funkcje f, € NY
wzorem
0 jeslin <1
feln) = { o(n—2) jeslin>2.
Oczywidcie, dla réznych funkcji ¢ otrzymujemy rézne funkcje fo,.
Ponadto, jak tatwo sprawdzi¢, f, o f, = h. Wobec tego zbiér
A={f,:€{0,1}"} mam moc continuum i A C F~'[{h}].

(a) Nie. Np. F(R?) = F({0} x R) = R.

(b) Tak. Ustalmy bowiem Y € P(R). Wowcezas {0} xY C R*i F({0} x
Y)=m[{0} xY]=Y.

(c) Poniewaz
X € FU{{-1}}] & F(X) € {{-1}} & m[X] = {~1},

wiec
FH{=1}}] = P(R x {-1}) \ {0}.
(d) Tak. Zauwazmy najpierw, ze g '[{0,1}] = {—1,0,1}. Wobec tego
wystarczy wybraé¢ podzbior ptaszczyzny R2, ktorego rzut na druga
o$ to {0,1}. Niech A = R x {0,1}. Wowczas F(A) = m[R x
{0,1}] = {0,1} i dalej, G(F(A)) = g~1[{0,1}] = {~1,0,1}, zatem
|G o F(A)| = 3.

(a) Nie. Niech funkcje fo, fo € N beda zadane wzorami fo(n) = 0 i
fa(n) = 2. Wtedy F(fo) = F(f2) = 0.

(b) Tak. Ustalmy dowolny podzbior A C N. Wtedy dla funkeji cha-
rakterystycznej x4 € NN zbioru A mamy x;'[{1}] = A.
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14.

(c)

Zauwazmy, ze funkcja stata f albo przyjmuje wartos¢ 1 i wtedy
F(f) = f~'{1}] = N, albo wartos¢ rézng od 1 i wtedy F(f) =
f7U{1}] = 0. Poniewaz F[S] = {F(f) : f — stala}, wiec F[S] =
{0,N}.

Oznaczmy C' = F~'{{1}}]. Z definicji przeciwobrazu mamy
C={feN":F(f)e {{1}}}={feN": [T [{1}] = {1}},

zatem do zbioru C naleza te funkcje, ktore wartosé¢ 1 przyjmuja
dla argumentu rownego 1 i tylko wtedy.

Pokazemy, ze zbior C' ma moc continuum. Poniewaz C' C NV, wiec
|C| < |NN| = ¢. Z drugiej strony, dla dowolnej funkcji ¢ € {0, 2}
rozwazmy funkcje f, € NY zadang warunkami f,(0) = 0, f,(1) =
L, fo(n) = ¢(n—2) dlan > 2. Niech D = {f, : ¢ € {0,2}"}.
Wowczas |D] = [{0,2}N] = ¢ oraz D C C. Wobec tego |C] >
|D| = ¢ iz tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze |C| = c.

Nie. Niech funkcje fi, fo € NV beda zadane warunkami f;(0) =
fa(1) =1, fi(1) = f2(0) =0, f1() = fa(n) = 0 dlan > 2. Wowczas
F(fi) = F(f) ={0,1}.

Nie. Poniewaz zaden z elementéw A nie jest surjekcja, wiec N ¢
rng(F) (bo zbior N nie jest obrazem zadnej funkeji f € A).
Ograniczonoéé funkcji f € NN oznacza, ze ograniczony jest jej
obraz. Ograniczony, czyli skoficzony. Z drugiej strony, kazdy skon-
czony niepusty podzbior zbioru liczb naturalnych daje sie zreali-
zowaé jako obraz funkcji ograniczonej (wystarczy ponumerowaé
jego elementy, a otrzymany ciag skonczony przedtuzyé¢ do ciggu
nieskoriczonego, powtarzajac ostatnia jego wartos¢). Wobec tego

FBl={DeP(N):0< |D| <Ny}
Niech C'= {{0,1}}. Z definicji przeciwobrazu mamy

FHCI={f € A: F(f) € {{0,1}}} = {f € A :ng(f) = {0, 1}}.

Wobec tego F~C] = {0, 1}N\{hg, by}, gdzie hy, hy € A to funkcje
state rowne odpowiednio 0 i 1. Stad nietrudno pokaza¢ (wprost
albo korzystajac z tw. Cantora-Bernsteina), ze |F~C]| = ¢.

Nie. Zauwazmy, ze rozwazany warunek jest rownowazny warun-
kowi AN B =0 = g[A]Ng[B] = 0. Ten zas§ warunek nie musi by¢
spelniony, gdy funkcja nie jest réznowartosciowa. W szczegolnosci
dla A= {0} i B= {2} mamy g[A] = g[B] = {2}, czyli ANB =1
i g[A] N glB) £ 0.
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15.

(b)

Nie. Niech funkcja k& € NY bedzie zadana wzorem

[0 jesli 2[n
k(”)_{ 1 jesli =2|n.

Wowczas F(k) = F(h) = h.
Nie. Istotnie, g € F'[{f}] & F(g) = f, a wiemy, ze

F(g)(0) = g(f(0)) = g(0) = 2 # 0 = f(0).

Zatem F(g) # f.

Oznaczmy C' = F~'[{h}]. Z definicji przeciwobrazu wnioskujemy,
ze

C={pecNV:F(p)=h}={peN':(vnecN)p(2n)=0}

Pokazemy, ze C' ~ NY. W tym celu zdefiniujemy funkcje G : C' —
NN warunkiem

G(p)(n) =¢(2n+1)dlaneN

i uzasadnimy, ze jest ona bijekcjg.

Ustalmy @1, s € C, 1 # @o. Wowcezas istnieje liczba nieparzysta
n € N, taka ze p1(n) # ¢2(n) (liczba ta nie moze by¢ parzysta,
bo dla liczb parzystych obie funkcje @1, ¢o przyjmuja wartosé 0).
Niech n = 2m + 1 dla pewnego m € N. Wtedy G(¢1)(m) #
G(p2)(m), czyli G(p1) # G(p2). Zatem funkcja G jest injekcja.
Ustalmy teraz ¢ € N, Definiujemy funkcje ¢, € NV wzorem

= {0 jesli 2|n
P () jesti —2|n.

Wowcezas ¢, € C oraz G(py) = ¢ (co sprawdza si¢ prostym
rachunkiem), czyli funkcja G jest surjekcja.
Wobec tego |C| = |NY| = c.

Nie istnieje. Przypuéémy bowiem, ze taka funkcja f istnieje. Za-
uwazmy, ze jesli dla pewnego z € X mamy f(z) = y € X, to
f(y) = f(f(z)) = z. Poniewaz z zalozenia x # y, wiec funkcja
f taczy elementy zbioru X w pary. Ale zbior X ma nieparzysta
liczbe elementow, sprzeczno$c.
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16.

(b)

Przypu$émy nie wprost, ze na zbiorze X istnieje porzadek < taki,
ze (Vx € X))z < g(x). Wowcezas w szczegdlnosci mamy 0 < ¢g(0) =
212 < g(2) = 0. Ze stabej antysymetrii relacji < wynika, ze 0 = 2.
Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

(i) Poniewaz
(z,y) e {3, 20} & (v, x+y)=(3,2) @ =3 A0 +y=2,

wiec y < 0, co pozostaje w sprzecznosci z y € N. Wobec tego

hH{(3,2)} = 0.
(ii) Zauwazmy, ze {0} x N C rng(h) C N2, Wobec tego

Ry = [{0} x N| < [rmg(h)] < [N*] = Ry,
zatem z tw. Cantora-Bernsteina wynika, ze | rng(h)| = N,.

Relacja R jest relacja rownowaznosci, gdyz jest

zwrotna: dla dowolnego x € A mamy 22 — 22 = 0 = 5 - 0, zatem
rRx;

symetryczna: dla dowolnych x,y € A, jesli xRy, czyli 22 —y? = 5k
dla pewnego k € Z, to y?> —2*> =5 (—k) i —k € Z, zatem yRu;
przechodnia: dla dowolnych x,y,2z € A, jedli xRy i yRz, czyli
2> —y? = 5k i y?> — 22 = 5l dla pewnych k, [ € Z, to 2% — 2% =
(22 —y*) + (y* — 2*) =5(k+1) i k+1 € Z, zatem xRz,

Relacja S nie jest relacja rownowaznosci, gdyz nie jest przechod-
nia. Istotnie, wprawdzie 251 i 154, ale —254.

2]r ={2,3,7,8}.

Poniewaz A/ = { Xy, X1, Xz}, gdzie Xy = {0, 5,10}, X; = {1,4,6,9},

Xy ={2,3,7,8}, wiec |A/g| = 3. Mozna tez zauwazy¢, ze wyab-
strahowang cecha liczby ze zbioru A jest reszta jej kwadratu w
dzieleniu przez 5, a cecha ta moze przyjmowaé dokladnie trzy
wartosci: 0, 11 4.

Tak. Poniewaz S = A%\ {(1,8),(8,1),(2,4), (4,2)} i pary niena-
lezace do S nie naleza rowniez do R (co tatwo sprawdzi¢, znajac
zbior ilorazowy relacji R), wiec R C S. Wobec tego RN S = R, a
R jest relacja rownowaznosci.

Mozna tez sprawdzi¢ z definicji, ze relacja RN S jest relacja row-
nowaznosci — jest to rozwiazanie bardziej zmudne, a sprawdzajac
przechodnio$é¢ tej relacji wykonujemy de facto to samo rozumowa-
nie, co powyzej.
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17.

(a)

(b)

Tak. Istotnie, jedynymi dzielnikami liczb 12 i 18 sg liczby 2 i 3,
zatem obie rozwazane liczby maja te same dzielniki ze zbioru 1.
Wobec tego 12 R 18, czyli 12 € [18]x.

Nie. Istotnie, liczba 1 nie ma dzielnika ze zbioru I, a liczba 3
ma dzielnik ze zbioru I. Wobec tego —1R 3, co oznacza, ze zbior
{2n+ 1 :n € N} (do ktorego obie te liczby naleza) nie moze by¢
klasa abstrakcji relacji R.

Nie. Poniewaz relacja R jest zwrotna i przechodnia, wiec Ro R =
R. Relacja R nie moze za$ by¢ spojna, gdyz miataby wtedy tylko
jedna klase abstrakcji (co, jak wiemy np. z a), nie ma miejsca).

Mozna tez (mniej elegancko) pokaza¢ wprost z definicji ztozenia
relacji, ze liczby np. 1 1 2 nie sa porownywalne w sensie relacji

RoR.

Poniewaz dwie liczby naturalne dodatnie sa w relacji R dokladnie
wtedy, gdy maja te same dzielniki ze zbioru I, wiec cecha liczby
naturalnej, wyabstrahowana przy pomocy relacji R, jest zbior tych
jej dzielnikow, ktore nalezg do zbioru I. Mozliwe wartosci tej cechy
to podzbiory zbioru I (kazdej klasie abstrakcji odpowiada zbior
tych liczb ze zbioru I, ktore dziela wszystkie elementy tej klasy).
Wobec tego
IN*/5| = [P(1)] = 16.

Poniewaz funkcja ¢ nie jest nigdzie wieksza od zera, wiec z definicji
relacji Ry wynika, ze w relacji z nig sa funkcje z NV, ktore rowniez
nigdzie nie sa wieksze od zera. Ale innych takich funkcji nie ma,
zatem [, = {¢}-

Zauwazmy, iz z definicji relacji R wynika, ze

[elp, = {f €N (VneN)(f(n) >10>1} =
={feN":(vn e N)(f(n) <1}.

Wobec tego [p]z, = {0, 1}, skad od razu otrzymujemy |[¢] 5, | = c.

Nie. Z definicji zlozenia relacji wynika, ze ¥ Ry o Ry ¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f € NV, taka ze v Ry f i f Ry .
Ale wiemy juz z b), ze f Ry ¢ < f € {0,1}N. Z drugiej strony,
jesli ¥ Ry f, to w szczegblnosei dla k& > 3 mamy f(k) > 2 (bo
(k) > 2), co pozostaje w sprzecznoéci z faktem f € {0, 1}
Wobec tego poszukiwana funkcja f nie istnieje, zatem funkcja 1)
nie moze by¢ w relacji R; o Ry z funkcja .
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Zauwazmy, ze cecha funkcji f € NN, wyabstrahowana przy po-
mocy relacji Ry, jest podzbioér zbioru N, na ktéorym przekracza
ona wartos¢ 1. Mozliwe wartosci tej cechy to podzbiory zbioru N
(kazdej klasie abstrakcji odpowiada podzbior zbioru N, na ktorym
wszystkie funkcje z tej klasy sa wieksze od 1). Wobec tego

INY/R,| = [P(N)| = c.

Mozna, wykorzystujac powyzsze spostrzezenie (cho¢ do rozwiaza-
nia zadania nie jest to niezbedne), opisa¢ zbior ilorazowy relacji
R;:

NY/p, ={F4: A P(N)},
gdzie Fy = {f e NV: (Vn e N)f(n) > 1< n e A}.
Inny sposéb rozwigzania tego zadania jest bardziej ,rachunkowy”.
Whprost z wtasnoéci relacji rownowaznosci wynika, ze

INY/Ry | < INY| =

(istotnie, dla dowolnej relacji rownowaznosci na zbiorze X nie
moze mie¢ ona wiecej klas abstrakcji niz |X|, gdyz klasy abs-
trakcji sa niepuste i roztaczne). Z drugiej strony, odwzorowanie
F :{0,2}" — NY/p, zadane wzorem F(f) = [f]z, jest injekcja
(innymi stowy, zbior {0, 2} jest zbiorem elementéw parami nie-
porownywalnych wzgledem relacji R;). Faktycznie, jesli fi, fo €
{0,2}N1 f1 # fo, to dla pewnego k € N mamy (bez zmniejszenia
ogolnosci) fi(k) = 01 fo(k) = 2. Ale wowczas dla tego & mamy

~(fi(k) > 1 & fa(k) > 1), zatem —fy Ry fo i dalej [fi]g, # [folg,,

co nalezalo dowies¢.
Roznowartosciowosé funkeji F' oznacza, ze

INY/m, | = {02} = ¢
i z tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze |NY /g | = c.

Tak. Ustalmy bowiem dowolne z € Z. Wtedy (0, —z) € Z? oraz
f(0,—2) =0%— (—2) = 2.

Z definicji klasy abstrakcji mamy

[(0,0)]r = {{z,y) € Z*: f(z,y) = (0.0) = 0},

czyli [(0,0)|r = {(x,2%) : x € Z}.
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(c)

Z definicji obrazu funkcji mamy

FI2=3)]r] ={f(z,y) : (z,y) € [(2, =3)]|r}-

Poniewaz dla kazdego (z,y) € [(2, —3)|g mamy f(x,y) = f(2,-3) =
7, wiee f[[(2,=3)]r] = {7}.

Funkcja f [ A jest réznowartosciowa. Gdyby bowiem istniaty dwie
rozne pary (z,y), (a,b) € A takie, ze f(x,y) = f(a,b), to obie na-
lezalyby do tej samej klasy abstrakcji, wbrew zatozeniu o zbiorze
A.

Funkcja f [ A moze, ale nie musi byé¢ ,na”. Jesli bowiem istnieje
klasa abstrakcji [(x,y)]r rozlaczna ze zbiorem A (czego zaloze-
nie nie wyklucza), to wartos¢ f(z,y) nie nalezy do obrazu funk-
cji f 1 A. Z drugiej strony, jesli zbior A z kazda klasa abstrak-
cji relacji R ma doktadnie jeden wspolny element, to z faktu, ze
funkcja f jest surjekcja wynika, ze funkcja f [ A rowniez jest sur-
jekcja (istotnie, dla dowolnego z € Z istnieje (x,y) € Z? takie,
ze f(z,y) = z. Niech (a,b) € [(z,y)]r N A. Wtedy (a,b) € A i
(f1A)(a,b) = f(z,y) = 2).

Badamy, ile réznych warto$ci przyjmuje funkcja f na zbiorze {0, 1, 2}>.

Poniewaz f(0,0) = f(1,1) = 0, f(0,1) = f(1,2) = =1, f(0,2) =
—2, f(1,0) =1, f(2,0) =4, f(2,1) =3, f(2,2) = 2, wiec

| X2/ pxe| = 1.

Nie. Istotnie, m[C] =R\ {0} # R = m[R?], czyli =C R R
Np. D =R x {0,1}.
Z definicji klasy abstrakcji mamy

[{(0,0)}] = {A S R* : m[A] = m[{{0,0)}] = {0}}.

Wobec tego [{(0,0)}]r = P({0} x R) \ {0}.

Nie. Zauwazmy, ze F' € [E x N], wtedy i tylko wtedy, gdy m [F] =
E. 7 drugiej strony wiemy, ze |m [F]| < |F|, skad wnioskujemy, ze
| < |B] > R,

Niech ciag (d, : n € N) bedzie zadany warunkami dy =0, d,, = 1
dla n > 1. Wowczas (d,, : n € N)T(c,, : n € N), czyli [(¢,, : n €
N)|7 = [(dn : n € N)7.
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(b)

Zauwazmy, ze cechg ciggu liczb naturalnych, wyabstrahowang przy
pomocy relacji 7', jest jego pierwszy wyraz. Zatem klasy abstrak-
cji relacji T' sa wyznaczane przez mozliwe wartosci tej cechy, czyli
przez liczby naturalne. Wobec tego

NY/p = {Ay : k € N},

gdzie Ay = {(a, :n € N) e NV : gy = k}.

Wprost z (b) otrzymujemy |[NY /7| = N,. Istotnie, sprawdzenie, ze
funkcja f : N — NV/;, zadana wzorem f(k) = A jest bijekcja
nie powinno nastrecza¢ wiekszych problemow.

Niech ¢ : [{¢, : n € N)]; — NY bedzie funkcja zadana wzorem
o({an :n € N)) = (a,.1 :n €N).

Funkcja ¢ jest injekcja, gdyz jesli dwa ciagi (a, : n € N), (b, :
n € N), nalezace do [{¢, : n € N)], roznia sie m-tym wyrazem, to
m > 0 (bo ag = by), zatem ciagi (an11 : n € N), (byy1 : n € N)
beda réznic¢ sie tym samym wyrazem.

Funkcja ¢ jest tez surjekcja. Istotnie, ustalmy dowolny ciag (e, :
n € N) € N, Woéwcezas ciag (f, : n € N), zadany warunkami
fo=co, fn=-¢€,_1 dlan>1nalezy do [{c, :n € N)|, i

e((fn :n€N)) = (e, :n€N).

Zatem [(c, : n € N)]p ~ NN czyli |[(c, : n € N)]| = c.

Warto zauwazy¢, ze w istocie w powyzszym dowodzie nie korzy-
staliSmy z definicji ciagu (¢, : n € N). Wobec tego pokazalismy,
ze kazda klasa abstrakcji relacji 7' ma moc continuum.

Nie. Gdyby {1,2,4} + x = {5,7,8} dla pewnego = € Z, to 1 +
x =512+ x =7 (przesuniecie zachowuje porzadek elementow w
zbiorze), skad © = 6 i x = 5, sprzecznos¢.

Tak. Ta klasa to {Ag, A1, A, Az, Ay}, gdzie A; = {bk+i:k € Z}
(dlai=0,...,4).

Zauwazmy, ze dowolne dwa zbiory jednoelementowe sa ze sobg w
relacji (dla {a},{b} € P(Z) mamy {a} + (b — a) = {b}). Wobec
tego wszystkie singletony sa w tej samej klasie abstrakcji, czyli

{Ae(P(Z)/r: (VB e A|B| =1} = 1.
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(d) Poniewaz dwuelementowych podzbioréow zbioru liczb catkowitych
jest przeliczalnie wiele, wiec klas abstrakcji relacji R, ktore skta-
daja sie z takich zbioréw jest co najwyzej przeliczalnie wiele. By
zakonczy¢ dowdd wystarczy zatem pokazaé, ze jest nieskoricze-
nie wiele parami nierownowaznych dwuelementowych podzbioréw
zbioru liczb catkowitych (bo kazdy z nich bedzie wyznaczal inng
klase abstrakcji relacji R). By to zrobi¢ zauwazmy, ze dwa dwu-
elementowe zbioréw sa ze soba w relacji doktadnie wtedy, gdy ich
elementy sa od siebie roéwnoodlegte, czyli

{a,b} R{c,d} < |a—b| = |c—d].

Wobec tego rodzina {{0,n} : n € N*} jest nieskoriczona rodzina
parami nierownowaznych dwuelementowych podzbioréw zbioru liczb
catkowitych.

(e) Mamy (por. rozwiazanie zadania 18(d))
[P(2)/rl < [P(Z)] = ¢

Rozwazmy teraz rodzing A = {{0} U A : A C N*t}. Oczywiscie
|A| = |P(NT)| = ¢. Ponadto, poniewaz przesuniecie zachowuje
porzadek elementéw w zbiorze, wiec elementy rodziny A sg parami
nierownowazne (wzgledem relacji R) — wszystkie maja ten sam
najmniejszy element, zatem zadne niezerowe przesuniecie nie moze
przeprowadzaé¢ jednego z nich na drugi. Wobec tego funkcja f :
A — P(Z)/r zadana wzorem f(B) = [B]|g jest injekcja. Zatem

P(Z)/r| = |A| = c.
Na mocy tw. Cantora-Bernsteina otrzymujemy |P(Z)/r| = ¢.

(a) Nie. Poniewaz f(0) = —1 < 01 ¢g(0) = 0, wiec =f Rg, czyli
[f1r # 9] -
(b) Mamy
€ [hlr < (Vn e N)(p(n) 20 & (=1)" 2 0),

zatem
[hr={p€Z": (Vn € N)p(2n) > 0A ¢(2n + 1) < 0}.
(c¢) Szukanym zbiorem maksymalnej mocy moze by¢ np. zbior

A={-1,1}".
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24.

(a)

(b)
(c)

Jesli bowiem f,g € A sa takie, ze f # g, to istnieje n € N takie,
ze f(n) # g(n). Ale to oznacza, ze wartosci f(n) i g(n) sa roznych
zmakow, czyli = f Rg.

Nie. Poniewaz {2n+ 1 :n € N}, {1} € Z \ N, wiec
{2n+1:neN}R{l} & {2n+1:ne N} NN={1} NN,

co, oczywiscie, nie ma miejsca.

Wystarczy zauwazy¢, ze jesli C C Z \ N, to [C]g = {C}. Zatem
np. dla C = {—1} mamy |[C]g| =1 < N,.

Poniewaz
{reZ:|z+1<1}={-2,-1,0} ZZ\ N,
wiec
Del{lz€Z:|jx+1<1}pe DNN={-2-1,0} NN = {0}.

Zatem np. D =7\ N*.
Poniewaz ARZ < ANN=7ZNN =N, wiec

[Zlr ={A € P(Z):NC A}
Zauwazmy teraz, ze
{AeP(Z):NCA}={NUB:BeP(Z\N)}.

Okreslmy funkcje f: P(Z\N) - {NUB : B € P(Z\N)} wzorem
f(B) = NU B. W prosty sposéb mozemy sprawdzi¢, ze jest ona
bijekcja. Wobec tego

1Z]z| = |P(Z \ N)| = |P(N)| = c.
Z jednej strony wiemy (por. rozwiazanie zadania 18(d)), ze
[P(Z)/r] < |P(Z)] = ¢

Z drugiej strony zauwazmy, ze jeSli A, BCNiA+# B, to ~ARB
(bo ANN = A # B = BN N). Wobec tego rozne podzbiory
zbioru liczb naturalnych wyznaczaja rézne klasy abstrakcji rela-
cji R (dokladniej: funkcja f : P(N) — P(Z)/r zadana wzorem
f(A) = [A]g jest injekcja), czyli

P(Z)/r] = [P(N)| = ¢.

Na mocy tw. Cantora-Bernsteina otrzymujemy |P(Z)/r| = ¢.
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25. (a) Poniewaz [0|r = {4 € P(X) : fIA] = f[0] = 0, wiec [0]gr = {0}
(bo zaden niepusty zbior nie moze mie¢ pustego obrazu).
(b) Tak. Pytamy bowiem, czy istnieje zbior A C X taki, ze {3,6} R A
i AS {4}, czyli taki, ze

fIA] = fI{3,6}) = {3.4} i f'[A] € f'[{4}] = {6}.

Drugi 7 tych warunkéow oznacza, ze A C {4,5,6}. Poniewaz dla
A = {4, 6} spelniony jest takze pierwszy warunek, wiec odpowiedz
na nasze pytanie jest pozytywna.

(c) Zauwazmy, ze cecha podzbioru zbioru X, wyabstrahowana przy
pomocy relacji R, jest jego obraz przez funkcje f. Poniewaz rng(f) =
{1, 2, 3,4}, wiec wartosci wyabstrahowanej cechy to podzbiory zbioru
{1,2,3,4}. Wobec tego

[P(X)/&l = P({1,2,3,4})| = 16.

Inna metoda rozwigzania tego zadania moze by¢ opisanie zbioru
P(X)/r. Nalezy jednak uwaza¢ — przy opisywaniu tego zbioru ,na
piechote” (poprzez wypisanie i pogrupowanie wszystkich podzbio-
row zbioru X)) bardzo tatwo sie pomyli¢. Dlatego lepiej wykorzy-
sta¢ taki opis:

P(X)/r={Ap: D € P({1,2,3,4})},

gdzie Ap = {A C X : f[A] = D} (co jednak w gruncie rzeczy jest
tylko lekka modyfikacja pierwszej metody rozwiazania).

(d) Latwo mozemy sprawdzi¢, korzystajac z wlasnosci przeciwobrazu,
ze relacja S (zatem takze kazde jej obciecie) jest relacja zwrotna
i przechodnia. Wobec tego musimy znale7¢ najwiekszy (w sensie
zawierania) zbior C' C X, dla ktorego relacja S [ C jest stabo
antysymetryczna (bo tylko tej wlasnosci relacji porzadku brakuje
relacji S). Przypusémy, ze dla pewnych zbiorow A, B C X zacho-
dzi ASBiBSA, czyli

AL S Bl f Bl C AL
Zatem [~'[A] = f~[B]. Stad f[f~[A]] = f[f7'[B]], czyli AN
rng(f) = BNrng(f). Z rownosci tej wynika rownosé zbiorow A i

B pod warunkiem, ze A, B C rng(f). Wobec tego

€ = mg(f) = {1,2,3,4}.
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26.

27.

28.

29.

(a)

Tak. Dwa przedziaty sa nieporéwnywalne, gdy jeden zawiera sie w
drugim i maja oba konce rozne, zatem przyktadem moze by¢ np.
J=(-1,3).

Przyktadem antytanicucha moze byé¢ np. zbior A = {(—a,a) : a €
(0, 400)}.

Przyktadem tancucha moze by¢ np. zbior £ = {(0,n) : n € N}.

Nie. Istotnie, jesli (a,b) € A, to (“T*b, 1) € Ai(a,b) < (“T*b, 1).
Nie. Zauwazmy bowiem, ze * <; y < y < z (czyli <; jest po
prostu odwroconym porzadkiem na zbiorze R). Zatem 7w <; 3.

Tak. Poniewaz standardowy porzadek na zbiorze liczb rzeczywi-
stych jest liniowy, wiec po odwrdceniu pozostanie liniowy.

Np. B = (2,3).
Tak. Istotnie, ustalmy dowolne z,y € N. Mamy

r<syerys (VzeR)(z<z=2y<z2) =
= VzeN)(z<z=>y<2).

Z drugiej strony, gdyby (Vz € N)(z < z = y < z), ale istnialoby
te R, takieze z < tit <y, tox <yiotrzymujemy sprzecznosc
z zalozeniem dla z = y.

Np. {(n,0) : n € N}, albo opisany w (b) zbior elementéw minimal-
nych (kluczowe jest dostrzezenie réznicy pomiedzy porzadkiem =<
a zwyklym porzadkiem produktowym).

{(n,0) : n € N} U{(0,n) : n € N}.

Nie. Przypu$é¢my bowiem, ze taki nieskonczony tancuch L ist-
nieje. Poniewaz rzut w[L] jest zbiorem skonczonym, wiec istnieje
xo € mw[L], takie ze zbior A = {(z,y) € L : x = ¢} jest nieskon-
czony (wynika to z zasady szufladkowej — w przeciwnym przy-
padku zbior L bylby skoriczony). Ale zbior A C L jest antylancu-
chem, sprzecznosc.

Nie. Gdyby (0,1) < (a,b) < (1,2), to poniewaz z definicji relacji
< wynika, ze [ < J < sup/ < inf J, wiec mielibySmy 1 < a i
b <1, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze a < b.

Nie. Wystarczy zauwazy¢, ze kazdy odcinek (a, 1), gdzie a < 1,
jest elementem maksymalnym w P((—o0, 1)) N X.
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30.

31.

(c)

(c)
()

Poniewaz dwa odcinki sa nieporéwnywalne doktadnie wtedy, gdy
nie sg roztaczne, wiec w szukanym antytancuchu kazde dwa od-
cinki musza mie¢ niepusty przekroj. Warunek ﬂ] = () najprosciej

IcA
osiagna¢ rozwazajac rodzine zstepujaca (wzgledem zawierania).

Przyktadowa odpowiedz to

= {(08) mer)

Nie. Poniewaz poréwnywalno$¢ dwoch roznych odcinkéow oznacza
ich roztacznosé, wiec istnienie nieprzeliczalnego tancucha oznacza-
toby istnienie nieprzeliczalnej rodziny parami roztacznych odcin-
koéw na prostej, co, jak wiadomo, jest niemozliwe.

Nie. Gdyby 2 < 12, to istniataby liczba naturalna k, taka ze 12 =
2k+1 o nie jest mozliwe.

Nie. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego # € N* potrafimy wska-
za¢ y € N takie, ze x < y. Ustalmy zatem x € N*. Jedli -2z, to
=2|(x +2)ix < x4+ 2, zatem x < x + 2. Jesli natomiast 2|z, to
2|2z i 2z = 2! -, zatem x < 2z, co koniczy dowod.

Niech Odd bedzie zbiorem liczb nieparzystych. Wowczas zbior
{2z : x € Odd} jest przyktadem szukanego antylaricucha.

Nie. Wynika to z faktu, ze zbior N* jest suma parami roztacznych
taricuchow:
N*=0ddu [ {2*n: ke N},
ne0dd

Nie istniejg zatem dwa rozne elementy, majace ten sam bezpo-
$redni nastepnik.

Nie, poniewaz 7 < 9 < f~1(7) < f71(9) & —4 < —5.

Nie. Zbior uporzadkowany (N, <) jest izomorficzny ze zbiorem
uporzadkowanym (Z, <) (funkcja f jest izomorfizmem). Wobec
tego porzadek = jest liniowy (bo porzadek < jest), co oznacza, ze
nie ma dwoch nieporéwnywalnych elementéw (a rozne elementy
maksymalne sg nieporownywalne).

Np. {2n+1:n e N} U {4}.
Skorzystamy z wtasnosci (g o f)~1[C] = f~! [g7[C]]. Mamy
g '[C]={neN:g(n)eC}={neN: f(n)cC}=
={neN:2neC}={neN:n<50}.
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Dalej mamy
fT'ineN:n <50} ={keZ: f(k) <50}

Stad otrzymujemy (go f)~'[C] ={k € Z: |k| < 25}.

32. (a) (i)

(b)

(c)
33. (a)

34. (a)

<4,6>.\1y’ (6,6)
(26)

(ii) sup A = (12, 2).

Nie. Dla dowolnej pary (a,b) € (N*)?> mamy bowiem (a,b) <
(2a,b).

Np. {(2,2)} U {(25,1) : k € N*}.

Elementem najmniejszym (i w zwigzku z tym jedynym elemen-
tem minimalnym) jest funkcja stala, zadana wzorem f(n) = 0.
Element maksymalny (a zatem réowniez element najwiekszy) nie
istnieje, poniewaz dla dowolnej funkcji ¢ € NN mozemy zdefinio-
waé funkcje v € NY wzorem ¢(n) = ¢(n) + 1. Woéwcezas mamy
(Vn € N)(¢(n) < 1(n)), skad wnioskujemy, ze ¢ < 1.

Najprosciej wzigé funkcje stale. Jedli zatem funkcje f, € NN za-
damy wzorem f,(n) = a, to szukanym taricuchem moze by¢ zbior

L={f,:aeN}

Przyjmijmy oznaczenie A = {f € NV : f < h}. Wowczas {0, 1} C
A. Istotnie, poniewaz (Vn € N)h(n) > 1, wiec dla kazdej funkcji
g € {0,1}" mamy (Vn € N)h(n) > g(n), czyli g < h. Ponadto
A C NN, Wobec tego mamy

¢ =0, 1} < JA < INY| = ¢
i z tw. Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze |A| = c.

Tak. Np. £ <2 <32,
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35.

(b)

(c)

Nie. Poniewaz dwie liczby o tej samej czesci utamkowej sg niepo-
rownywalne, wiec w szczegblnosci zbiér Z jest zbiorem elementow
minimalnych.

Poniewaz elementy maksymalne musza mie¢ te sama cze$¢ utam-
kowa, wiec wybieramy dwie liczby o niezerowej czesdci utamkowe;j i
dorzucamy sporo liczb o mniejszych czesciach utamkowych, otrzy-
mujac np. Z U {1, 3}

Nie. Zauwazmy bowiem, ze dwie liczby sa nieporownywalne wtedy
i tylko wtedy, gdy maja te sama czes¢ utamkows. Tymczasem dla
ustalonej liczby a € [0,1) zbior tych liczb rzeczywistych, ktore
maja cze$¢ utamkowa réwna a, ma postaé¢ {n+a:n € Z} i jest
przeliczalny.

Punkty, lezace na kotach o mniejszych promieniach sa mniejsze od
tych, ktore leza na kotach o mniejszych promieniach. Zatem zbior
elementow minimalnych to {(0,0)} (punkt (0,0) jest elementem
najmniejszym).

Podzbior ptaszezyzny bedzie tancuchem, gdy z kazdym okregiem
o srodku w punkcie (0,0) bedzie mial co najwyzej jeden punkt
wspolny. Maksymalny bedzie wowczas, gdy z kazdym takim okre-
giem bedzie mial punkt wspolny. Zatem maksymalne tancuchy
to m. in. potproste domkniete o poczatku w punkcie (0,0), np.
L={(0,z): 2 €[0,+00)}.

Nie. Jesli punkt (a,b) jest ograniczeniem goérnym zbioru A, to
a? + b > 12 + 12 = 2. Ale wtedy kazdy punkt (c,d), taki ze
a’> + b > 2+ d* > 2, jest ograniczeniem goérnym zbioru A i
(¢,d) < {a,b). Wobec tego w zbiorze ograniczen gornych zbioru A
nie mozna znalez¢ elementu najmniejszego.

Tak. Jedyna niepusta relacja, ktéra jest rownocze$nie relacja row-
nowaznosci i relacja porzadku jest relacja rownosci. Relacja < po
obcieciu do zbioru B staje sie relacja rownosci doktadnie wtedy,
gdy zbior ten jest antyltancuchem. Zatem w zadaniu pytamy sie tak
naprawde o istnienie nieskoriczonego antylanicucha. A taki oczy-
wiscie istnieje — przyktadem jest kazdy okrag o srodku w punkcie
(0,0).
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