
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« nr 5 (na ¢wiczenia w poniedziaªek 17.11.2025)

�wiczenia

1. Zapisz formalnie poni»sze zdania i funkcje zdaniowe. Poza zmiennymi i staªymi wolno u»ywa¢
tylko symboli logicznych, symboli równo±ci, ró»no±ci, nierówno±ci, symboli operacji arytmety-
cznych oraz symboli nale»enia i zawierania.
(a) Je±li liczby x i y s¡ ró»ne, to albo x jest mniejsze od y, albo y jest mniejsze od x.
(b) Nie ka»da liczba parzysta jest podzielna przez 8.
(c) Je±li kwadrat liczby rzeczywistej x nie jest liczb¡ dodatni¡, to x jest zerem.
(d) Warto±¢ bezwzgl¦dna ka»dej liczby rzeczywistej jest równa tej liczbie lub liczbie przeciwnej.
(e) Ka»dy niepusty podzbiór zbioru liczb rzeczywistych ma niepusty podzbiór wªa±ciwy.
(f) Nie istnieje najwi¦ksza liczba rzeczywista.
(g) Zbiór A ma przynajmniej dwa elementy.
(h) Zbiór A ma co najwy»ej dwa elementy.
(i) Zbiór A ma dokªadnie dwa elementy.
(j) �aden element zbioru A, który nie jest elementem zbioru B, nie jest rozwi¡zaniem równania

x2 + x+ 1 = 0.
(k) x jest sum¡ kwadratów dwóch ró»nych liczb naturalnych.
(l) Istnieje niesko«czenie wiele liczb naturalnych.

Które z tych wyra»e« s¡ zdaniami? Które s¡ prawdziwe?

2. Znajd¹ zmienne wyst¦puj¡ce jako wolne i zwi¡zane w poni»szych wyra»eniach. Niektóre z tych
wyra»e« s¡ zapisane nieelegancko. Jak to poprawi¢?
(a) (∀x (x > 3)) ⇒ y < 5;
(b) ∃x∀y (x > 3 ⇒ y < 5) ⇒ ∀x (x ̸= 7);
(c) ∀x∀y (x+ y = z) ∧ ∃z (x− y ̸= z);
(d) ∀x (x+ y = z) ⇒ ∃z (∃y (x− y ̸= z) ∧ ∀z (x · y ≥ z)).

3. Zaneguj poni»sze wyra»enia (tzn. zapisz ich negacje bez u»ycia symbolu negacji).
(a) (∀x, y ∈ R)(x < y ⇒ (∃q ∈ Q)x < q < y);
(b) ∃x(x < 3 ∨ ∀y(y > x⇒ y ≥ 3)).

4. W poni»szych przykªadach wska» sko«czony zbiór X ⊆ N, dla którego dane zdanie jest
prawdziwe lub uzasadnij nieistnienie takiego zbioru.
(a) (∀x)(x ∈ X ⇒ 2|x ∨ ¬2|x); (b) (∀x)(2|x ∨ ¬2|x⇒ x ∈ X);
(c) (∀x ∈ X) 2|x; (d) (∀x)(x ∈ X ⇔ 2|x).

5. Oce« prawdziwo±¢ poni»szych zda« (warto zrozumie¢ ich znaczenie).
(a) (∀x ∈ N)(∀y ∈ N)x = 2y; (b) (∀x ∈ N)(∃y ∈ N)x = 2y;
(c) (∀y ∈ N)(∃x ∈ N)x = 2y; (d) (∃x ∈ N)(∀y ∈ N)x = 2y;
(e) (∃y ∈ N)(∀x ∈ N)x = 2y; (f) (∃x ∈ N)(∃y ∈ N)x = 2y.

6. Zapisz zbiór rozwi¡za« nierówno±ci cosx < 1
2
za pomoc¡ sumy uogólnionej.

Zadania

7. Zgadnij, a nast¦pnie sprawd¹, które ze zda« ψ1, ψ2 jest równowa»ne zdaniu φ (A ⊆ R, A ̸= ∅).
(a) φ = (∀y ∈ R)(y < 0 ⇒ (∃x ∈ R)(x < 0 ∧ x > y))
ψ1 = (∀y ∈ R)(∃x ∈ R)(y < 0∧x < 0∧x > y), ψ2 = (∀y ∈ R)(∃x ∈ R)(y < 0 ⇒ x < 0∧x > y);
(b) φ = (∃y ∈ R)((∀x ∈ A)(x < y) ⇒ y ≥ 0)
ψ1 = (∃y ∈ R)(∀x ∈ A)(x < y ⇒ y ≥ 0), ψ2 = (∃y ∈ R)(∃x ∈ A)(x < y ⇒ y ≥ 0).



8. Podaj przykªady funkcji zdaniowych φ(x) i ψ(x) o zakresie zmiennej x ∈ R, pokazuj¡ce »e
zdanie formalne
(a) (∀x)(φ(x) ∨ ψ(x)) ⇒ (∀x)φ(x) ∨ (∀x)ψ(x),
(b) (∃x)φ(x) ∧ (∃x)ψ(x) ⇒ (∃x)(φ(x) ∧ ψ(x)),
(c) (∃x)(φ(x) ⇒ ψ(x)) ⇒ ((∃x)φ(x) ⇒ (∃x)ψ(x)).

nie jest prawem rachunku kwanty�katorów.

9. Podaj przykªad funkcji zdaniowej φ(x, y) o zakresie zmiennych x, y ∈ N, pokazuj¡cy »e zdanie
formalne
(a) (∀x)(∃y)φ(x, y) ⇒ (∃y)(∀x)φ(x, y),
(b) (∀x)(∃y)φ(x, y) ⇒ (∀y)(∃x)φ(x, y),
(c) (∃x)(∀y)φ(x, y) ⇒ (∃y)(∀x)φ(x, y),
(d) (∀x)(∃y)φ(x, y) ⇒ (∀y)φ(y, y),
(e) (∃x)φ(x, x) ⇒ (∃x)(∀y)φ(x, y),
(f) (∃x)(∃y)φ(x, y) ⇒ (∃x)φ(x, x).

nie jest prawem rachunku kwanty�katorów.

10. Podaj przykªad zbioru A ⊆ R, który speªnia wszystkie poni»sze warunki:

� (∃n ∈ N)(∀k ∈ A)k < n,

� (∀n ∈ A)(∃k ∈ A)k < n.

11. Podaj przykªad zbioru A ⊆ Z, który speªnia wszystkie poni»sze warunki:

� (∃n ∈ Z)(∀k ∈ Z)(n < k ⇒ k ∈ A),

� (∀n ∈ Z)(∃k ∈ Z)(k < n ∧ k /∈ A),

� −100 ∈ A.

12. Dla podanych rodzin indeksowanych {Ai : i ∈ I} wyznacz
⋃
i∈I

Ai oraz
⋂
i∈I

Ai.

(a) I = R, Ai = {x ∈ R : i ≤ x};
(b) I = N, Ai =

{
x ∈ R : 1− 1

i+1
≤ x ≤ 2 + 1

i+1

}
;

(c) I = N+, Ai =
{
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i

}
;

(d) I = N+, Ai =
{
x ∈ R : 1− 1
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i2

}
;

(e) I = N+, Ai =
{
x ∈ R : 3 + (−1)i

i
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;

(f) I = N+ \ {1}, Ai =
{
x ∈ R : 1−(−1)i
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}
;

(g) I = (0,+∞), Ai = {⟨x, y⟩ ∈ R2 : y ≤ i · x};
(h) I = (0,+∞), Ai = {⟨x, y⟩ ∈ R2 : y ≥ i · x2}.
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