Wstep do matematyki R

Lista zadan nr 6 (na ¢wiczenia 24.11.2025)

Wazna uwaga wstepna: nalezy zrozumieé réznice pomiedzy zadaniem 1 z listy 5 a ponizszymi
zadaniami. W tamtym zadaniu mieliémy wyrazenia bedace zdaniami oraz funkcjami zdaniowymi
niebedgcymi zdaniami i nalezalo rozroznia¢ te sytuacje. W szczeg6lnosci niedopuszczalne bylo
dopisywanie kwantyfikatora kwantyfikujacego np. po z, gdy mieliSmy do czynienia z funkcjg
zdaniowa zmiennej x.

Natomiast w zadaniach z tej listy mamy do czynienia 7z twierdzeniami (prawdziwymi badz
falszywymi), co jest jasno zadeklarowane. Twierdzenie zawsze jest zdaniem. Jezeli jego sfor-
mulowanie wyglada jak funkcja zdaniowa (pojawiaja sie zmienne, ktore wydaja sie by¢ zmiennymi
wolnymi), to oznacza, ze na poczatku sa domyslne kwantyfikatory ogolne — wszystkie zmienne
wygladajace na wolne sg kwantyfikowane ogélnie. Zatem np. twierdzenie ,Jezeli x jest liczba
rzeczywista, to —a% +2x — 1 < 10.” jest tozsame z twierdzeniem ,Dla kazdej liczby rzeczywistej
zachodzi —z? 4+ 22 — 1 < 10.” (czego oczywiscie nie mogliby$my powiedzie¢, gdybySmy nie mieli
tej dodatkowej informacji, ze mamy do czynienia z twierdzeniami).

Wskazowki ogolne:
e Okresl doktadnie zatozenia i teze.
e Przypomnij sobie definicje wszystkich poje¢ wystepujacych w sformutowaniu twierdzenia. Zas-
tanow sie, czy rozumiesz tres¢ zadania.
e Przyjrzyj sie uwaznie tezie. Musisz zrozumieé, co jest celem dowodu.
e Uzywaj prozy, np. takich wyrazen jak ,zatem”, ,wiec”, ,czyli”, ,z tego wynika, ze”, ;woéwczas”, ,w
szczegblnosci”, ,mamy” itp.
e Jezeli w dowodzie pojawia sie nowe oznaczenie, nalezy je wprowadzié (kazdy aktor wchodzgey na
scene dowodu musi zostaé przedstawiony, jak mawiali klasycy).
e Mozna pisaé¢ kolejne kroki dowodu jeden pod drugim, piszac wyraznie, z czego aktualnie korzys-
tamy (definicji, zalozenia, znanego faktu).
e Dow6d powinien byé zapisany zdaniami w jezyku polskim. Nie nalezy rozpoczyna¢ zdania od
symbolu/wzoru. Rézne symbole/wzory powinny by¢ oddzielone stowami.

1. Udowodnij nastepujace fakty, zapisujac je wcze$niej symbolicznie. Postaraj sie przejrzyscie
sformutowaé¢ krotki dowod. W kazdej sytuacji ocent, czy mamy do czynienia z sytuacja ogodlng, czy
szczegoltowa.

Jezeli x jest liczbg rzeczywista, to —a? + 22 — 1 < 10.
Jezeli s it sg liczbami wymiernymi i ¢ # 0, to liczba $ jest wymierna.

)
)
(c) Jezeli a,b i c sa liczbami catkowitymi oraz alb i ble, to alc.
)
)

(d) Jezeli n i m sa nieparzystymi liczbami naturalnymi, to n-m jest nieparzysta liczba naturalna.
(e) Niech = € Z. Wtedy liczba 11z — 7 jest nieparzysta dokladnie wtedy, gdy liczba x jest
parzysta.
PR . . . . 2 3 _ 5
(f) Istnieje jedyna liczba catkowita x taka, ze 2° + 5 = S

Liczba v/2 jest niewymierna.
Jesli a, b, ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to a + b + ¢ jest podzielne przez 3.

Liczba naturalna dodatnia daje taka sama reszte z dzielenia przez 3 jak suma jej cyfr.



2. Udowodnij lub obal ponizsze twierdzenia (staraj sie jednak nie wykona¢ obydwu poleceri naraz),
zapisujac je wezesniej symbolicznie. Postaraj sie przejrzyscie sformutowaé krotki dowod. W kazdej
sytuacji ocen, czy mamy do czynienia z sytuacja ogo6lna, czy szczegdtows.

(a) Niech A bedzie zbiorem. Jesli AN B = () dla dowolnego zboru B, to A = (.

Dla kazdego niepustego zbioru A istnieje zbior B taki, ze AU B = ().

Kazda liczba catkowita nieparzysta jest suma trzech liczb catkowitych nieparzystych.
Niech a, b, c € Z. Wtedy przynajmniej jedna z liczb a 4+ b,a + ¢ i b+ ¢ jest parzysta.
Niech A, B, C beda zbiorami. Jesli A\ B= A\ C, to B=C.

Istnieja trzy rozne liczby catkowite a, b, ¢ takie, ze a® = b°.

Dla kazdej liczby naturalnej z istnieje liczba naturalna y taka, 7ze ¢ < y < 2.

lloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczbg niewymierna.

Niech z € Z. Jesli 3¢ (z* — 1), to 3|z.

Dla kazdej dodatniej liczby wymiernej b istnieje liczba niewymierna a taka, ze 0 < a < b.

Liczby naturalne a, b, c spetniaja warunek a - b - ¢ = 71286. Wowcezas co najmniej jedna z
sum a + b, b + ¢ nie jest podzielna przez 3.

3. Ocen ponizszy dowdd:

Twierdzenie: Kazda parzysta liczba catkowita jest sumg dwoch nieparzystych liczb catkowitych.
Dowéd: Zalozmy, ze x i y sa liczbami catkowitymi nieparzystymi. Wowczas x = 2k+11iy = 2[+1
dla pewnych k,l € Z. Wobec tego v +y = 2k + 1)+ (2l +1) =2(k + 1+ 1). Poniewaz k+1+ 1
jest liczba catkowita, wiec liczba = + y jest parzysta, co konczy dowdd. O

4. Ocen ponizszy dowod:

Twierdzenie: Jesli z jest liczba niewymierng, a y liczba wymierna, to 2 = = — y jest liczba
niewymierna.

Dowdd: Przypu$émy nie wprost, ze liczba 2 = = — y jest wymierna. Wobec tego z = § dla
pewnych a,b € Z i b # 0. Poniewaz v/2 jest liczba niewymierna, wiec niech x = v/2. Skoro y € Q,
to y = ¢ dla pewnych ¢, d € Z i d # 0. Zatem

¢ a ad+bc
2 fry — = — —_ = .
V2=1 y+z p + b bd
Poniewaz ad + b i bd sa liczbami catkowitymi i bd # 0, wiec v/2 jest liczba wymierna, sprzecznosé.
O

5. Rozwazmy nastepujacy dowod:
Dowéd: Zaltdzmy, ze n jest nieparzysta liczba catkowita. Wtedy n = 2k 4 1 dla pewnego k € Z.
Wtedy

3n—5=302k+1)—-5=6k+3—-5=06k—2=2(3k—1).

Poniewaz liczba 3k — 1 jest catkowita, wiec liczba 3n — 5 jest parzysta.

Ktore z ponizszych stwierdzen zostato dowiedzione:
(a) Liczba 3n — 5 jest parzysta.
(b) Jesli n jest nieparzysta liczba catkowita, to liczba 3n — 5 jest parzysta.
(c) Niech n bedzie liczba catkowita. Jesli liczba 3n —5 jest parzysta, to liczba n jest nieparzysta.
(d) Niech n bedzie liczba catkowity. Jesli liczba 3n — 5 jest nieparzysta, to liczba n jest parzysta.



6. Zrob rachunek sumienia i odpowiedz sobie, ktorych z ponizszych ,metod” dowodzenia zdarzato
Ci sie uzywac¢? A moze naduzywac?

e Przez zaprzeczenie zalozenia.

e Przez zalozenie tezy.

e Przez sprowadzenie na manowce.

e Przez rozwazenie przypadkow i zbagatelizowanie kazdego z nich.

e Przez oglad — Jak tatwo zauvwazyé...

e Przez podobienstwo — Cos mi to przypomina...

e Przez autorytet — Na pewno tak bedzie.

e Przez przymus — To MUSI byé prawdg.

e Przez sztuciec — A nuz wyjdzie.

e Prawie nie wprost — zaktadamy falszywos¢ tezy i niczego nie dostajemy.

e Psychodeliczna — przez naduzycie symboli.

e Harcerska — podchody dookota dowodu.

e Aferalna — na poczatku zalozenie, w $rodku jakas afera, na koricu teza.

e Fzoteryczna — Intuicyjnie czujemy, ze...

e Jest dobrze, bo jest dobrze — zaktadamy zalozenie. Poniewaz zatozenie jest prawdziwe, wiec teza
tez.



