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Z listy 7

−6. Rozwa»my funkcj¦ f : N2 → N dan¡ wzorem f(n, k) = nk + 1. Podaj przykªad niesko«czonego
zbioru C ⊆ N2, takiego »e funkcja f ↾C jest ró»nowarto±ciowa. Odpowied¹ uzasadnij.

−5. Dobierz przeciwdziedzin¦ funkcji f ↾ C, okre±lonej w zadaniu 11, tak by miaªa ona funkcj¦
odwrotn¡ i wyznacz t¦ funkcj¦ odwrotn¡.

−4. Niech f : X → Y oraz g : Y → Z. Udowodnij, »e
(a) je±li f jest ró»nowarto±ciowa i g jest ró»nowarto±ciowa, to g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa;
(b) je±li g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa, to f jest ró»nowarto±ciowa;
(c) je±li g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa i f jest �na�, to g jest ró»nowarto±ciowa.

−3. Niech f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = x2 oraz niech g : R → R.
(a) Zaªó»my, »e g jest ró»nowarto±ciowa. Czy f ◦ g mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa? A g ◦ f?
(b) Zaªó»my, »e g jest surjekcj¡. Czy f ◦ g mo»e by¢ surjekcj¡? A g ◦ f?

Odpowiedzi uzasadnij.

−2. Rozwa»my funkcj¦ f : N → Z dan¡ wzorem f(x) = x2 − 3x. Zde�niuj funkcj¦ g : N → N tak,
by funkcja f ◦ g byªa injekcj¡.

−1. Niech funkcja f : X → Y b¦dzie bijekcj¡. Udowodnij, »e f−1 ◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .

�wiczenia

1. Dla podanych poni»ej funkcji wyznacz obraz f [A] i przeciwobraz f−1[B].
(a) f : R → R; f(x) = x2 + 2; A = [−1, 2); B = (2, 3],
(b) f : Z2 → Z; f(x, y) = xy + 1; A = {2} × N; B = {1},
(c) f : Z2 → Z; f(n, k) = n2 − k; A = {1} × Z; B = {0},
(d) f : Z → Z2; f(n) = ⟨2n,−2n⟩; A = {2n : n ∈ Z}; B = N× {0},
(e) f : R2 → R2; f(x, y) = ⟨x+ y, x− y⟩; A = R× {0}; B = o± OX,
(f) f : (P(N) \ {∅})2 → P(N); f(C,D) = C \D; A = (P(N) \ {∅})× {N}; B = {N \ {0, 1}},
(g) f : M2×2(R) → R, f(D) = tr(D); A = {E ∈ M2×2(R) : det(E) = 0}; B = {0},
(h) f : NN → NN; f(φ)(n) = φ(2n); A = {ξ ∈ NN : ξ(5) = 4}; B = {N× {0}},
(i) f : P(R2)× R → P(R) f(C, x) = Cx; A = {R× {0}} × R.

Czy w podpunkcie (i) prawd¡ jest, »e f−1[∅] = f−1[{∅}]?
2. Niech π1 : X × Y → X, π1(x, y) = x, π2 : X × Y → Y, π2(x, y) = y b¦d¡ funkcjami rzutów
odpowiednio na pierwsz¡ i drug¡ o±. Niech A ⊆ X × Y . Wyznacz zbiory π1[A] i π2[A].
(a) X = Y = R; A = {⟨x, sinx⟩ : x ∈ R};
(b) X = N, Y = P(N); A = {⟨n,N⟩ ∈ N× P(N) : n ∈ N};
(c) X = Y = P(R); A = {⟨C,D⟩ ∈ (P(R))2 : C ⊊ D}.

Zadania

3. Niech f : X → Y i A,B ⊆ X. Udowodnij, »e je±li f jest ró»nowarto±ciowa, to
(a) f [A] ∩ f [B] = f [A ∩B],
(b) f [A] \ f [B] = f [A \B],
(c) A = f−1 [f [A]] .



4. Niech f : X → Y . Udowodnij, »e
(a) je±li dla dowolnych A,B ⊆ X mamy f [A∩B] = f [A]∩f [B], to funkcja f jest ró»nowarto±ciowa;
(b) je±li dla dowolnych A,B ⊆ X mamy f [A\B] = f [A]\f [B], to funkcja f jest ró»nowarto±ciowa;
(c) je±li dla dowolnego A ⊆ X mamy A = f−1[f [A]], to funkcja f jest ró»nowarto±ciowa.

5. Niech f : N× N+ → N+ b¦dzie dana wzorem f(n, k) = 3n + k. Rozwi¡» równanie

f−1[X] = {⟨0, n⟩ : n ∈ Z ∩ (0, 3)}.

6. Niech f : (N+)2 → N b¦dzie dana wzorem f(n, k) = (n− 1)(k + 1).
(a) Wyznacz f [N+ × {1}] i f−1[{0}].
(b) Czy prawd¡ jest, »e dla dowolnych A,B ⊆ (N+)2 mamy f [A] ∩ f [B] ̸= ∅ ⇒ A ∩ B ̸= ∅?

Odpowied¹ uzasadnij.

7. Niech f : N× N+ → N+ b¦dzie dana wzorem f(n, k) = (n+ k)2n.
(a) Sprawd¹, czy funkcja f jest 1− 1 i czy jest �na�. Odpowied¹ uzasadnij.
(b) Wyznacz f [{3} × N+] ∩ (40, 60).
(c) Wyznacz f−1[(5, 9) ∩ N+].

8. Niech funkcja f : N2 → N+ b¦dzie zadana wzorem f(n, k) = (k + 1)n.
(a) Sprawd¹, czy funkcja f jest 1− 1 i czy jest �na�. Odpowied¹ uzasadnij.

(b) Wyznacz f
[
(N ∩ (0, 3))2

]
.

(c) Wyznacz f−1[{1}].


