Wstep do matematyki R
Lista zadan nr 8 (na ¢wiczenia 8.12.2025).

7 listy 7

—6. Rozwazmy funkcje f : N?* — N dana wzorem f(n, k) = nk + 1. Podaj przyklad nieskoriczonego
zbioru C' C N2, takiego ze funkcja f [ C jest roznowarto$ciowa. Odpowiedz uzasadnij.

—5. Dobierz przeciwdziedzine funkcji f [ C, okredlonej w zadaniu 11, tak by miala ona funkcje
odwrotna i wyznacz te funkcje odwrotna.

—4. Niech f: X - Y oraz g: Y — Z. Udowodnij, ze
(a) jesli f jest roznowartosciowa i g jest roéznowartodciowa, to g o f jest roznowartosciowa;
(b) jesli g o f jest réznowartosciowa, to f jest roznowartosciowa;
(c) jesli g o f jest roznowartosciowa i f jest ,na”; to g jest roznowartosciowa.
—3. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem f(z) = 2% oraz niech g : R — R.
(a) Zalozmy, ze g jest roznowartosciowa. Czy f o g moze by¢ roznowartosciowa? A go f7
(b) Zalozmy, ze g jest surjekcja. Czy f o g moze by¢ surjekcja? A go f7
Odpowiedzi uzasadnij.
—2. Rozwazmy funkcje f : N — Z dang wzorem f(z) = 2? — 3z. Zdefiniuj funkcje g : N — N tak,
by funkcja f o g byta injekcja.

—1. Niech funkcja f: X — Y bedzie bijekcja. Udowodnij, ze f~'o f =idx, fo f~! = idy.
Cwiczenia

1. Dla podanych ponizej funkcji wyznacz obraz f[A] i przeciwobraz f~1[B].

(a) frR=R;, flz)=a*+2; A=][-1,2); B =(2,3],

(b) f:2*=Z; flx,y)=ay+1;,  A={2}xN;  B={l},

(¢) f: 72> —=Z; f(nk)=n*—k  A={1}xZ; B=/{0},

(d) f:Z—=17Z% f(n)={(2n,—2n); A={2n:neZ}; B=Nx{0}

(e) [ R* = R?%  f(z,y)=(r+yz—y); A=Rx{0}); B=o0s0X,

() f: (PMN)\{D}? = P(N);  f(C,D)=C\D; A= (PIN)\{0}) x {N}; B={N\{0,1}},
(g) f: Maa(R) = R, f(D)=tr(D); A={FE € MyxR):det(E)=0}; B={0},

(h) f:NY N fo)(n) = p(2n); A={{eN":{(5)=4}; B={Nx{0}},

(i) f: PR) xR = PR) f(C,x)=Cp; A={Rx{0}} xR

Czy w podpunkcie (i) prawda jest, ze f~10] = f~1[{0}]?

2. Niech m : X XY = X, m(x,y) =z, m: X XY =Y, m(z,y) = y beda funkcjami rzutow
odpowiednio na pierwsza i druga o$. Niech A C X x Y. Wyznacz zbiory m[A] i ma[A].

(a) X =Y =R; A={(x,sinz):z R}

(b) X =N, Y =P(N); A={(n,N) e NxP(N):n e N};

(c) X =Y =P[R); A={(C,D)e (PR))?:C C D}.

Zadania

3. Niech f: X Y iA B C X. Udowodnij, ze jesli f jest roznowartosciowa, to
(a) fIA]N f[B] = f[AN B],
(b) FIAJ\ f[B] = f[A\ B],
(c) A= f1[f[A]].



4. Niech f: X — Y. Udowodnij, ze
(a) jesli dla dowolnych A, B C X mamy f[ANB]| = f[A|N f[B], to funkcja f jest réznowartosciowa;
(b) jesli dla dowolnych A, B C X mamy f[A\ B] = f[A]\ f[B], to funkcja f jest réznowartosciowa;
(c) jesli dla dowolnego A C X mamy A = f~1[f[A]], to funkcja f jest roznowartosciowa.

5. Niech f: N x NT — N* bedzie dana wzorem f(n, k) = 3" + k. Rozwiaz rownanie
FHX]={(0,n) :n e ZN(0,3)}.

6. Niech f: (NT)? — N bedzie dana wzorem f(n, k) = (n — 1)(k + 1).
(a) Wyznacz f[N* x {1}] i f~'[{0}].
(b) Czy prawda jest, ze dla dowolnych A, B C (NT)? mamy f[A|N f[B] # 0 = AN B # 07
OdpowiedZ uzasadnij.
7. Niech f: N x Nt — N* bedzie dana wzorem f(n,k) = (n + k)2™.
(a) Sprawdz, czy funkcja f jest 1 — 1 i czy jest ,na”. Odpowiedz uzasadnij.
(b) Wyznacz f[{3} x N*] N (40,60).
(c) Wyznacz f~1[(5,9) N NT].
8. Niech funkcja f : N> — N bedzie zadana wzorem f(n, k) = (k+1)".
(a) Sprawdz, czy funkcja f jest 1 — 1 i czy jest ,na”. Odpowiedz uzasadnij.
(b) Wyznacz f [(N N (o, 3))2] .

(¢) Wyznacz f~1[{1}].



