
Wst¦p do matematyki R

Lista przygotowawcza przed kolokwium nr 2
(do pracy samodzielnej)

1. Zapisz formalnie poni»sze zdania i funkcje zdaniowe.
(a) Ka»da liczba rzeczywista ró»ni si¦ o mniej ni» 1

2
od pewnej liczby caªkowitej.

(b) Je±li liczba x jest dodatnia, to nie jest najmniejsz¡ liczb¡ caªkowit¡.
(c) Nie ka»da liczba naturalna ma dwa ró»ne dzielniki nieparzyste.
(d) Liczba x dzieli ka»d¡ liczb¦ parzyst¡ wi¦ksz¡ od 10.
(e) Ka»da parzysta liczba naturalna jest wielokrotno±ci¡ pewnej nieparzystej liczby naturalnej.

2. Podaj przykªad funkcji f : R → R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:
(a) f nie jest funkcj¡ staªa i f ◦ f jest funkcj¡ staª¡;
(b) f ◦ f nie jest funkcj¡ staªa i f ◦ f ◦ f jest funkcj¡ staª¡.

3. Podaj przykªad funkcji f, g : R → R takich, »e (∀x ∈ R)g ◦ f(x) ̸= f ◦ g(x).

4. Podaj przykªad funkcji f : N → NN, która jest ró»nowarto±ciowa.

5. Podaj przykªad funkcji g : NN → N, która jest �na�.

6. Dla podanych poni»ej funkcji sprawd¹, czy s¡ 1− 1 i czy s¡ �na�.
(a) f : (R× N) \ {⟨0, 0⟩} → R; f(x, n) = xn;
(b) f : P(R) → P(R); f(X) = X ∩ {−x : x ∈ X}.

7. Niech f : X → Y i niech funkcja g : P(Y ) → P(X) b¦dzie zadana wzorem g(B) = f−1[B].
Poka», »e funkcja g jest 1− 1 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest �na�.

8. Dana jest funkcja g : N2 → N+ okre±lona wzorem g(n, k) = 2n + 3k − 1. Czy funkcja g jest
1− 1? Czy funkcja g jest �na�? Odpowiedzi uzasadnij.

9. Niech f, g : Z → Z b¦d¡ dwiema ró»nymi funkcjami. Czy je±li dla ka»dego x ∈ Z mamy
f(g(x)) = g(f(x)), to funkcje f i g s¡ wzajemnie odwrotne?

10. Niech f : X → Y , g : Y → Z oraz A ⊆ X i B ⊆ Z. Udowodnij, »e:
(a) (g ◦ f)[A] = g[f [A]],
(b) (g ◦ f)−1[B] = f−1[g−1[B]].

11. Niech f : X → Y i niech {Ai : i ∈ N} ⊆ P(Y ) b¦dzie rozª¡czn¡ rodzin¡ zbiorów. Wyka», »e
rodzina {f−1[Ai] : i ∈ N} jest równie» rozª¡czna.

12. Niech f : X → Y . Niech A ⊆ X i B ⊆ Y . Sprawd¹, czy f [A ∩ f−1[B]] = f [A] ∩B.

13. Rozwa»amy relacje R, S i T na niepustym zbiorze X. Czy R ⊆ S =⇒ T ◦R ⊆ T ◦ S ?

14. Sprawd¹, czy dla dowolnych relacji równowa»no±ci R i S na zbiorze X relacje R ∪ S i R ∩ S
s¡ relacjami równowa»no±ci na X. Odpowied¹ uzasadnij. Je±li tak, to opisz ich zbiory ilorazowe.

15. Rozwa»my relacje R i S na zbiorze A = {x ∈ N : x ≤ 10} zde�niowane nast¦puj¡co:
xRy ⇔ 5|(x2 − y2), xSy ⇔ xy ̸= 8.
(a) Uzasadnij, »e R jest, a S nie jest relacj¡ równowa»no±ci.
(b) Wyznacz A/R.
(c) Czy relacja R ∩ S jest relacj¡ równowa»no±ci? Odpowied¹ uzasadnij.

16. Czy zªo»enie dwóch relacji zwrotnych musi by¢ relacj¡ zwrotn¡? Czy zªo»enie dwóch relacji
przeciwzwrotnych mo»e by¢ relacj¡ zwrotn¡? Odpowiedzi uzasadnij.

17. Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2. Na zbiorze R okre±lamy relacj¦ równowa»no±ci
R warunkiem

xRy ⇔ zbiory f−1[{x}] i f−1[{y}] maj¡ tyle samo elementów.

(a) Wyznacz [0]R, [−1]R i [1]R.
(b) Wyznacz R/R.


