
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« dodatkowych
(przed kolokwium nr 3 i troch¦ przed egzaminem).

1. Rozwa»my zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany ⟨N2,≤⟩, gdzie

⟨x, a⟩ ⪯ ⟨y, b⟩ ⇔ x ≤ y ∧ a ≤ b.

(a) Czy istnieje zbiór A ⊆ N2 taki, »e w A nie ma elementu najwi¦kszego i supA = ⟨1, 2⟩?
(b) Niech B = N× {4}. Czy zbiór B ma kres górny?

2. Niech ⟨X,≤⟩ b¦dzie sko«czonym zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym, w którym ka»dy element
minimalny jest maksymalny. Czy X mo»e zawiera¢ przynajmniej dwuelementowy ªa«cuch?

3. Rozwa»my zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany ⟨N+ × N+,⪯⟩, gdzie

⟨x, y⟩ ⪯ ⟨a, b⟩ ⇔ x|a ∧ y|b,

oraz funkcj¦ rzutu na pierwsz¡ o± π1 : N+ × N+ → N+ zadan¡ wzorem π1(n, k) = n.
(a) Wyznacz kres górny zbioru {2, 3, 4}2.
(b) Podaj przykªad sze±cioelementowego ªa«cucha L ⊆ N+ × N+, takiego »e |π1[L]| = 2.
(c) Czy je±li zbiór A ⊆ N+ × N+ jest ograniczony z góry, to zbiór π1[A] jest sko«czony?
(d) Czy istnieje zbiór B ⊆ N+ × N+, który ma dokªadnie dwa elementy maksymalne i nie ma kresu
górnego?

4. Rozwa»my porz¡dek ⪯ na zbiorze N zadany warunkiem

x ⪯ y ⇔ (∃n ∈ N)x · n2 = y.

Niech A = {x ∈ N : x|72}. Wszystkie poni»sze pytania dotycz¡ relacji ⪯.
(a) Narysuj diagram Hassego zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego ⟨A,⪯⟩ (z opisanymi wierzchoªkami).
(b) Podaj przykªad niesko«czonego ªa«cucha w N.
(c) Podaj przykªad niesko«czonego antyªa«cucha w N, skªadaj¡cego si¦ z liczb parzystych.
(d) Czy zbiór {2, 3} ma kres górny w N? Odpowied¹ uzasadnij (wyznacz kres lub uzasadnij jego
nieistnienie).

5. Rozwa»my zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany ⟨N+ × R,⪯⟩, gdzie

⟨x, y⟩ ⪯ ⟨a, b⟩ ⇔ x|a ∧ y ≤ b.

Czy istnieje nieprzeliczalny antyªa«cuch w N+ × R?

6. Uzasadnij, »e suma zbioru co najwy»ej przeliczalnego i zbioru nieprzeliczalnego jest nieprzeliczalna.

7. Na zbiorze NN de�niujemy relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku w nast¦puj¡cy sposób.
Niech f, g : N → N. Wtedy

f ⪯ g ⇔ (∀n ∈ N)f(n) ≤ g(n).

Niech h : N → N b¦dzie dana wzorem h(n) = n+ 1. Poka», »e:

|{f ∈ NN : f ⪯ h}| = c.

8. Poka», »e dla dowolnych zbiorów A i B je±li |A| = c i |B| < c, to |A \ B| = c. Wskazówka:
Porównaj z dowodem faktu, »e zbiór liczb niewymiernych jest mocy continuum.

9. Niech A b¦dzie zbiorem przeliczalnym, a B zbiorem mocy continuum. Niech ponadto A ⊆ B.
Co mo»na powiedzie¢ o mocy zbioru (B × A) \ (A× B)? Wskazówka: Skorzystaj z poprzedniego
zadania.

10. Udowodnij, »e zbiór
{f ∈ {0, 1}N : (∀n ∈ N) f(2n) = 0}

jest mocy continuum.



11. Rozwa»my cz¦±ciowy porz¡dek na zbiorze Z zadany warunkiem

n ⪯ m⇔ n = m ∨ (n = m+ 1 ∧ 2|m).

Uzupeªnij poni»sze stwierdzenia.
(a) n jest maksymalny ⇔ . . .
(b) n jest minimalny ⇔ . . .

12. Niech ≤1 b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze R, zadanym warunkiem

x ≤1 y ⇔ (∀z ∈ R)(x < z ⇒ y < z).

Poni»sze pytania dotycz¡ porz¡dku ≤1.
(a) Czy 3 ≤1 π? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) Czy porz¡dek ≤1 jest liniowy? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) Wska» podzbiór B ⊆ R, w którym nie ma elementu maksymalnego i supB = 2.
(d) Niech ≤2 b¦dzie obci¦ciem relacji ≤1 do zbioru N. Czy dla dowolnych x, y ∈ N prawd¡ jest, »e

x ≤2 y ⇔ (∀z ∈ N)(x < z ⇒ y < z)?

Odpowied¹ uzasadnij.

13. Niech f, h ∈ NN b¦d¡ funkcjami danymi wzorami f(x) = 2x, h(x) = 0. Niech F : NN → NN

b¦dzie dana wzorem F (φ) = φ ◦ f . Wyznacz |F−1[{h}]|. Odpowied¹ uzasadnij.

14. Czy dla dowolnych niesko«czonych, parami rozª¡cznych zbiorów A,B,C prawdziwe s¡
nast¦puj¡ce stwierdzenia:
(a) |A| < |B| ⇒ |A× C| < |B × C|?
(b) |A ∪ C| ≤ |B ∪ C| ⇒ |A| ≤ |B|?
Odpowiedzi uzasadnij.

15. Niech X b¦dzie zbiorem wszystkich przedziaªów domkni¦tych na prostej (niezdegenerowanych).
Rozwa»my zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany ⟨X,⪯⟩, gdzie

I ⪯ J ⇔ min I ≤ min J ∧ max I ≤ max J.

(a) Czy istnieje J ∈ X nieporównywalny z przedziaªem [0, 2] i taki, »e J ⪯ [1, 3]? Odpowied¹
uzasadnij.
(b) Podaj przykªad nieprzeliczalnego antyªa«cucha w X.
(c) Podaj przykªad niesko«czonego ªa«cucha w X, którego »adne dwa elementy nie s¡ rozª¡czne.
(d) Czy w zbiorze A = P([0, 1]) ∩X istnieje element maksymalny? Odpowied¹ uzasadnij.

16. Wyznacz moce zbiorów
(a) {⟨x, y⟩ ∈ (0, 1)× (0, 1) : x · y ∈ Q};
(b) {⟨x, y⟩ ∈ R×Q : y = x2};
(c) zbiór wszystkich nierosn¡cych funkcji f : N → N.
Odpowiedzi uzasadnij.

17. W zbiorze {0, 1, 2}N okre±lamy relacj¦ ⪯ warunkiem

f ⪯ g ⇔ f−1[{2}] ⊊ g−1[{2}] ∨ (f−1[{2}] = g−1[{2}] ∧ f−1[{1}] ⊆ g−1[{1}]).

Relacja ⪯ jest zwrotna i przechodnia.

(a) (2 pkt.) Udowodnij, »e relacja ⪯ jest sªabo antysymetryczna.

Dalsze polecenia dotycz¡ zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego
〈
{0, 1, 2}N,⪯

〉
.

Niech funkcje φ1, φ2 ∈ {0, 1, 2}N b¦d¡ zadane wzorami φ1(n) = 1, φ2(n) = 1− (−1)n.

(b) (1 pkt.) Czy istnieje funkcja ψ ∈ {0, 1, 2}N taka, »e φ1 ≺ ψ ≺ φ2 ? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Wyznacz zbiór elementów minimalnych. Odpowied¹ uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Udowodnij, »e ka»dy niepusty podzbiór Z ⊆ {0, 1, 2}N ma kres górny.


