Wstep do matematyki R

Lista zadain dodatkowych
(przed kolokwium nr 3 i troche przed egzaminem).

1. Rozwazmy zbiér czeéciowo uporzadkowany (N2, <), gdzie

(x,a) 2 (y,b) &z <yANa<h.
(a) Czy istnieje zbior A C N? taki, ze w A nie ma elementu najwickszego i sup A = (1,2)?
(b) Niech B = N x {4}. Czy zbior B ma kres gorny?

2. Niech (X, <) bedzie skoficzonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktérym kazdy element
minimalny jest maksymalny. Czy X moze zawiera¢ przynajmniej dwuelementowy tancuch?

3. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (N* x Nt <) gdzie
(z,y) 2 (a,b) & zla A ylb,

oraz funkcje rzutu na pierwsza o$ m; : Nt x N* — NT zadana wzorem 7 (n, k) = n.

(a) Wyznacz kres gorny zbioru {2, 3,4}2.

(b) Podaj przyktad szescioelementowego laricucha L C Nt x N*| takiego ze |m[L]| = 2.

(c) Czy jesli zbior A C NT x N7 jest ograniczony z gory, to zbior m[A] jest skonczony?

(d) Czy istnieje zbior B C N* x N*, ktory ma dokladnie dwa elementy maksymalne i nie ma kresu
gornego?

4. Rozwazmy porzadek =< na zbiorze N zadany warunkiem
=y (IneNz n’=y.

Niech A = {x € N : z|72}. Wszystkie ponizsze pytania dotycza relacji <.

(a) Narysuj diagram Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego (A, <) (z opisanymi wierzchotkami).
(b) Podaj przyktad nieskoriczonego tanicucha w N.

(c) Podaj przyktad nieskonczonego antytancucha w N, sktadajacego sie z liczb parzystych.

(d) Czy zbior {2,3} ma kres gorny w N? OdpowiedZ uzasadnij (wyznacz kres lub uzasadnij jego
nieistnienie).

5. Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (N* x R, <), gdzie
(z,y) = {a,b) & zla Ay <b.

Czy istnieje nieprzeliczalny antytancuch w Nt x R?
6. Uzasadnij, ze suma zbioru co najwyzej przeliczalnego i zbioru nieprzeliczalnego jest nieprzeliczalna.

7. Na zbiorze NV definiujemy relacje czesciowego porzadku w nastepujacy sposob.
Niech f,g: N — N. Wtedy
f2ge (VneN)f(n) <gn).

Niech h : N — N bedzie dana wzorem h(n) = n + 1. Pokaz, ze:

HfeNY:f<h} =c
8. Pokaz, ze dla dowolnych zbiorow A i B jesli |A| = ¢i |B] < ¢, to |A\ B| = ¢. Wskazowka:
Porownaj z dowodem faktu, ze zbior liczb niewymiernych jest mocy continuum.

9. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym, a B zbiorem mocy continuum. Niech ponadto A C B.
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru (B x A) \ (A x B)? Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego
zadania.

10. Udowodnij, ze zbior
{f €{0,1}": (¥n € N) f(2n) = 0}

jest mocy continuum.



11. Rozwazmy cze$ciowy porzadek na zbiorze Z zadany warunkiem
n<m&n=mV(n=m+1A2m).

Uzupelnij ponizsze stwierdzenia.
(a) n jest maksymalny < . ..
(b) n jest minimalny < . ..

12. Niech <; bedzie czedciowym porzadkiem na zbiorze R, zadanym warunkiem
r<iys (VzeR)(z<z=y<2).

Ponizsze pytania dotyczg porzadku <;.

(a) Czy 3 <; m? Odpowiedz uzasadnij.

(b) Czy porzadek < jest liniowy? Odpowiedz uzasadnij.

(c¢) Wskaz podzbior B C R, w ktorym nie ma elementu maksymalnego i sup B = 2.

(d) Niech <3 bedzie obcieciem relacji <; do zbioru N. Czy dla dowolnych x,y € N prawdg jest, ze

r<oye VzeN)(z<z=y<2)?

OdpowiedzZ uzasadnij.

13. Niech f,h € NN beda funkcjami danymi wzorami f(x) = 2z, h(z) = 0. Niech F : NY¥ — NN
bedzie dana wzorem F(p) = p o f. Wyznacz |F~'[{h}]|. Odpowiedz uzasadnij.

14. Czy dla dowolnych nieskonczonych, parami rozlacznych zbiorow A, B,C prawdziwe sa
nastepujace stwierdzenia:

(a) |[A| < |B| = |AxC|<|BxC|?

(b) JAUC| < |BUC|=|A| <|BJ|?

Odpowiedzi uzasadnij.

15. Niech X bedzie zbiorem wszystkich przedzialow domknietych na prostej (niezdegenerowanych).
Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (X, <), gdzie

I < J< min] <minJ A max/ < maxJ.

(a) Czy istnieje J € X nieporéwnywalny z przedzialem [0,2] i taki, ze J < [1,3]?7 Odpowied7
uzasadnij.

(b) Podaj przyktad nieprzeliczalnego antytanicucha w X.

(c) Podaj przyktad nieskonczonego tancucha w X, ktorego zadne dwa elementy nie sg roztaczne.
(d) Czy w zbiorze A = P([0,1]) N X istnieje element maksymalny? Odpowiedz uzasadnij.

16. Wyznacz moce zbiorow

(a) {{z.) € (0,1) x (0,1) : 2y € Q};

(b) {{z,y) eR X Q:y =2}

(c) zbior wszystkich nierosnacych funkeji f: N — N.
Odpowiedzi uzasadnij.

17. W zbiorze {0, 1,2} okreslamy relacje < warunkiem

f2ge 2N co {2 v (T2 =g {20 A {1 S g7 {11
Relacja =< jest zwrotna i przechodnia.

(a) (2 pkt.) Udowodnij, ze relacja < jest stabo antysymetryczna.

Dalsze polecenia dotyczg zbioru cze$ciowo uporzadkowanego <{O7 1,2}, j>.

Niech funkcje @1, 02 € {0, 1,2} beda zadane wzorami ¢1(n) = 1,¢s(n) =1 — (=1)".

(b) (1 pkt.) Czy istnieje funkcja 1 € {0, 1,2} taka, ze ¢1 < 9 < 3 7 OdpowiedZ uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Wyznacz zbior elementéw minimalnych. Odpowiedz uzasadnij.

(d) (2 pkt.) Udowodnij, ze kazdy niepusty podzbior Z C {0,1,2}" ma kres gorny.



