Wstep do matematyki R
Lista zadan dodatkowych (przed egzaminem).
Egzamin z lutego 2024 (czas: 180 min.)
1. (a) (2 pkt.) Niech A, B,C C R beda zbiorami niepustymi. Czy rownosé
(ANB)UC|\A=(ANnB)\C

jest warunkiem dostatecznym dla
ACB=A=C?7"

Czy jest warunkiem koniecznym? Odpowiedzi uzasadnij.

(b) (2 pkt.) Dla zbioru D C Z przyjmijmy oznaczenie D' = {f € Z% : f~'[N] C D}. Udowodnij, ze
D C FE wtedy i tylko wtedy, gdy D' C E'.

(c) (2 pkt.) Niech S, T C R? beda relacjami spojnymi. Czy relacja T'oS musi by¢ spojna? Odpowiedz
uzasadnij.

(d) (2 pkt.) Udowodnij, ze
HX CN:(ImeN)(Vn>m)2n e X)AN Bk eN)(Vn>k)(2n+ 1 ¢ X)}| = Ro.

2. Dla zbioru A C N definiujemy relacja rownowaznosci R na zbiorze NY warunkiem

fRag = (Vn€ A)f[{n}] =g~ [{n}].

Niech funkcje ¢, € N¥ beda zadane wzorami ¢(n) = 1+ (=1)",9(n) = s¢(n).
Niech P = {2n :n € N}.

(a) (1 pkt.
(b) (2 pkt.
(c) (2 pkt.
(d) (3 pkt.

3. Dla relacji R C N? definiujemy D(R) = {z € N: (3y € N)((z,y) € RV (y,z) € R)}. Rozwazamy
funkcje F : P(N?) — P(N) zadang wzorem

Czy [Y]g, C [¢]p,? OdpowiedZ uzasadnij.
Czy W]RP N Y] Ryp = = {¢}? Odpowied7 uzasadnij.
Wyznacz ]z

NP

Wyznacz ‘NN/RP‘. Odpowiedz uzasadnij.

F(R)={reN:ze DR)AN(VyeN)({y,z) e R=>y=1x)}.
Niech LIN C P(N?) oznacza zbior wszystkich relacji liniowo porzadkujacych zbior N.

(a) (1,5 pkt.) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa? Odpowiedz uzasadnij.

(b) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest ,na”? Odpowiedz uzasadnij.

(c) (2 pkt.) Wyznacz F'[LIN].

(d) (2 pkt.) Czy zbior F~1[{0}] jest skonczony? Odpowiedz uzasadnij.

4. Niech P = {2n : n € N} i niech relacja < bedzie czesciowym porzadkiem na zbiorze P(N),
zadanym warunkiem

A=<XB <= ANPCBNPV(ANP=BNPAAN(N\P)C BN (N\P)).

Polecenia dotycza zbioru czesciowo uporzadkowanego (P(N), <).

p—

(a) (1 pkt.) Czy istnieje zbior C' € P(N) taki, ze {1,2,3} < C < {2,3,4}? Odpowiedz uzasadnij.
(b) (2 pkt.) Wyznacz zbidr elementéw maksymalnych w zbiorze P(N) \ {N}.
(c) (2 pkt.) Czy istnieje nieskonczony tancuch L, spelniajacy warunek

(VA,BEL)(A#4B=ANP£BNPAAN(N\P)#Bn(N\P))?

Jesli istnieje — podaj przyklad, jesli nie istnieje — uzasadnij dlaczego.
(d) (2 pkt.) Podaj przyklad zbioru A C P(N), w ktorym sa doktadnie dwa elementy minimalne,
doktadnie dwa elementy maksymalne oraz nieskorniczony antytaricuch.



Egzamin z lutego 2025 (czas: 180 min.)

1. Niech A, B, C beda dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R.

(a) (2 pkt.) Czy warunek ANB = () jest warunkiem dostatecznym dla AAC' = BAC = ANC = (7
Czy jest warunkiem koniecznym? Odpowiedzi uzasadnij.

(b) (2 pkt.) Czy mozliwe jest, by ANB #0i(Ax A)\ (B x B)=C x C ? Odpowiedz uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Rozwazmy funkcje f: R — R. Czy prawda jest, ze

fof=f <= flmg(f)=idmgy ?

OdpowiedZ uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Udowodnij, ze jesli Ry, Ry C R? s3 relacjami rownowaznosci takimi, ze Ry U Ry tez jest
relacjg rownowaznosci, to Ry U Ry = Ry o Rs.

2. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze NN zadang warunkiem

fRg <= (¥n e N)(f [{f(n)}] = 97" [{g(n)}).

1)7z+1

Niech funkcje ¢, € NN beda zadane wzorami ¢(n) = %,w(n) = %

) (1 pkt.) Czy [p]p N [Y], # 0 ? Odpowiedz uzasadnij.

b) (2 pkt.) Wyznacz [¢ + 9], (gdzie (¢ + ¥)(k) = p(k) + ¢(k) dla k € N).

¢) (2 pkt.) Udowodnij, ze zbior wszystkich injekeji z N w N jest klasg abstrakeji relacji R.

d) (3 pkt.) Podaj przyktad jak najwickszego zbioru A C NN, ktorego elementy sa parami nieréwnowazne
(im wieksza moc zbioru, tym wiecej punktow).
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. Rozwazamy funkcje F': P(R) — P(R)% zadana wzorem
F(A)(n)=AN[n,n+1).

Niech funkcja ¢ : Z — P(R) bedzie zadana wzorem ¢(n {n + 2}

(a) (1,5 pkt.) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa? Odpovvledz uzasadnij.

(b) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest ,na”? Odpowiedz uzasadnij.

(c) (2 pkt.) Niech B={B € P(R): (Vz,y € B)x —y € Z}. Czy ¢ € F[B]? Odpowiedz uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Wyznacz F~![D], gdzie D = {¢) € P(R)” : (Vm € Z)¢(m) C Z}.

4. Niech P oznacza zbior liczb pierwszych i niech relacja < bedzie czeSciowym porzadkiem na zbiorze
P(Nt)\ {0}, zadanym warunkiem

A<XB < A=B YV U{pGIP’:p\n}g; U{pEIP:p|n}.

neA neB

Niech FIN = {A € P(N*) \ {0} : |A] < N¢}.
Polecenia dotycza zbioru czesciowo uporzadkowanego (P(NT) \ {0}, <).

(a) (1 pkt.) Czy istnieje zbior C € P(N') taki, ze {2n +1 :n € N} < C < {2n : n € NT}?
OdpowiedZ uzasadnij.

(b) (2 pkt.) Podaj przyktad nieskoriczonego antylaricucha A takiego, ze A C P({2n :n € NT})N
FIN.

(c) (2 pkt.) Czy zbior FIN ma kres gorny? Odpowiedz uzasadnij.

(d) (2 pkt.) Wyznacz zbior elementéw minimalnych.



