
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« dodatkowych (przed egzaminem).

Egzamin z lutego 2024 (czas: 180 min.)

1. (a) (2 pkt.) Niech A,B,C ⊆ R b¦d¡ zbiorami niepustymi. Czy równo±¢

[(A ∩B) ∪ C] \ A = (A ∩B) \ C

jest warunkiem dostatecznym dla
A ⊆ B ⇒ A = C ?

Czy jest warunkiem koniecznym? Odpowiedzi uzasadnij.

(b) (2 pkt.) Dla zbioru D ⊆ Z przyjmijmy oznaczenie D′ = {f ∈ ZZ : f−1[N] ⊆ D}. Udowodnij, »e
D ⊆ E wtedy i tylko wtedy, gdy D′ ⊆ E ′.

(c) (2 pkt.) Niech S, T ⊆ R2 b¦d¡ relacjami spójnymi. Czy relacja T ◦S musi by¢ spójna? Odpowied¹
uzasadnij.

(d) (2 pkt.) Udowodnij, »e

|{X ⊆ N : (∃m ∈ N)(∀n ≥ m)(2n ∈ X) ∧ (∃k ∈ N)(∀n ≥ k)(2n+ 1 /∈ X)}| = ℵ0.

2. Dla zbioru A ⊆ N de�niujemy relacj¡ równowa»no±ci RA na zbiorze NN warunkiem

f RA g ⇐⇒ (∀n ∈ A)f−1[{n}] = g−1[{n}].

Niech funkcje φ, ψ ∈ NN b¦d¡ zadane wzorami φ(n) = 1 + (−1)n, ψ(n) = 1
2
φ(n).

Niech P = {2n : n ∈ N}.

(a) (1 pkt.) Czy [ψ]RP
⊆ [φ]RP

? Odpowied¹ uzasadnij.

(b) (2 pkt.) Czy [ψ]RP
∩ [ψ]RN\P

= {ψ}? Odpowied¹ uzasadnij.

(c) (2 pkt.) Wyznacz [φ]RN\P
.

(d) (3 pkt.) Wyznacz
∣∣NN/RP

∣∣. Odpowied¹ uzasadnij.

3. Dla relacji R ⊆ N2 de�niujemy D(R) = {x ∈ N : (∃y ∈ N)(⟨x, y⟩ ∈ R ∨ ⟨y, x⟩ ∈ R)}. Rozwa»amy
funkcj¦ F : P(N2) → P(N) zadan¡ wzorem

F (R) = {x ∈ N : x ∈ D(R) ∧ (∀y ∈ N)(⟨y, x⟩ ∈ R ⇒ y = x)}.

Niech LIN ⊆ P(N2) oznacza zbiór wszystkich relacji liniowo porz¡dkuj¡cych zbiór N.

(a) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest ró»nowarto±ciowa? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest �na�? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Wyznacz F [LIN].
(d) (2 pkt.) Czy zbiór F−1[{∅}] jest sko«czony? Odpowied¹ uzasadnij.

4. Niech P = {2n : n ∈ N} i niech relacja ⪯ b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze P(N),
zadanym warunkiem

A ⪯ B ⇐⇒ A ∩ P ⊊ B ∩ P ∨ (A ∩ P = B ∩ P ∧ A ∩ (N \ P ) ⊆ B ∩ (N \ P )).

Polecenia dotycz¡ zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego ⟨P(N),⪯⟩.

(a) (1 pkt.) Czy istnieje zbiór C ∈ P(N) taki, »e {1, 2, 3} ≺ C ≺ {2, 3, 4}? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) (2 pkt.) Wyznacz zbiór elementów maksymalnych w zbiorze P(N) \ {N}.
(c) (2 pkt.) Czy istnieje niesko«czony ªa«cuch L, speªniaj¡cy warunek

(∀A,B ∈ L)(A ̸= B ⇒ A ∩ P ̸= B ∩ P ∧ A ∩ (N \ P ) ̸= B ∩ (N \ P )) ?

Je±li istnieje � podaj przykªad, je±li nie istnieje � uzasadnij dlaczego.
(d) (2 pkt.) Podaj przykªad zbioru A ⊆ P(N), w którym s¡ dokªadnie dwa elementy minimalne,
dokªadnie dwa elementy maksymalne oraz niesko«czony antyªa«cuch.



Egzamin z lutego 2025 (czas: 180 min.)

1. Niech A,B,C b¦d¡ dowolnymi niepustymi podzbiorami zbioru R.
(a) (2 pkt.) Czy warunek A∩B = ∅ jest warunkiem dostatecznym dla A∆C = B∆C =⇒ A∩C = ∅?
Czy jest warunkiem koniecznym? Odpowiedzi uzasadnij.
(b) (2 pkt.) Czy mo»liwe jest, by A ∩B ̸= ∅ i (A× A) \ (B ×B) = C × C ? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Rozwa»my funkcj¦ f : R→ R. Czy prawd¡ jest, »e

f ◦ f = f ⇐⇒ f ↾rng(f) = idrng(f) ?

Odpowied¹ uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Udowodnij, »e je±li R1, R2 ⊆ R2 s¡ relacjami równowa»no±ci takimi, »e R1 ∪R2 te» jest
relacj¡ równowa»no±ci, to R1 ∪R2 = R1 ◦R2.

2. Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze NN zadan¡ warunkiem

fRg ⇐⇒ (∀n ∈ N)(f−1 [{f(n)}] = g−1 [{g(n)}]).

Niech funkcje φ, ψ ∈ NN b¦d¡ zadane wzorami φ(n) = 1−(−1)n

2
, ψ(n) = 1−(−1)n+1

2
.

(a) (1 pkt.) Czy [φ]R ∩ [ψ]R ̸= ∅ ? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) (2 pkt.) Wyznacz [φ+ ψ]R (gdzie (φ+ ψ)(k) = φ(k) + ψ(k) dla k ∈ N).
(c) (2 pkt.) Udowodnij, »e zbiór wszystkich injekcji z N w N jest klas¡ abstrakcji relacji R.
(d) (3 pkt.) Podaj przykªad jak najwi¦kszego zbioruA ⊆ NN, którego elementy s¡ parami nierównowa»ne
(im wi¦ksza moc zbioru, tym wi¦cej punktów).

3. Rozwa»amy funkcj¦ F : P(R) → P(R)Z zadan¡ wzorem

F (A)(n) = A ∩ [n, n+ 1).

Niech funkcja φ : Z→ P(R) b¦dzie zadana wzorem φ(n) =
{
n+ 1

2

}
.

(a) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest ró»nowarto±ciowa? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) (1,5 pkt.) Czy funkcja F jest �na�? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) (2 pkt.) Niech B = {B ∈ P(R) : (∀x, y ∈ B)x− y ∈ Z}. Czy φ ∈ F [B]? Odpowied¹ uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Wyznacz F−1[D], gdzie D =

{
ψ ∈ P(R)Z : (∀m ∈ Z)ψ(m) ⊆ Z

}
.

4. Niech P oznacza zbiór liczb pierwszych i niech relacja ⪯ b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze
P(N+) \ {∅}, zadanym warunkiem

A ⪯ B ⇐⇒ A = B ∨
⋃
n∈A

{p ∈ P : p | n} ⊊
⋃
n∈B

{p ∈ P : p | n}.

Niech FIN = {A ∈ P(N+) \ {∅} : |A| < ℵ0}.
Polecenia dotycz¡ zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego ⟨P(N+) \ {∅},⪯⟩.
(a) (1 pkt.) Czy istnieje zbiór C ∈ P(N+) taki, »e {2n + 1 : n ∈ N} ≺ C ≺ {2n : n ∈ N+}?
Odpowied¹ uzasadnij.
(b) (2 pkt.) Podaj przykªad niesko«czonego antyªa«cucha A takiego, »e A ⊆ P({2n : n ∈ N+}) ∩
FIN.
(c) (2 pkt.) Czy zbiór FIN ma kres górny? Odpowied¹ uzasadnij.
(d) (2 pkt.) Wyznacz zbiór elementów minimalnych.


