
Wst¦p do matematyki (lato 2024)

Lista zada« nr 7 (na ¢wiczenia 29.04.2024)

�wiczenia

1. Rozwa»my funkcje f, g : R → R i ci¡g liczb rzeczywistych ⟨an⟩n∈N. Zapisz nast¦puj¡ce
zdania.
(a) Funkcja f jest ograniczona.
(b) �adna warto±¢ funkcji g nie jest miejscem zerowym funkcji f .
(c) Istniej¡ dowolnie du»e argumenty, dla których funkcja g jest wi¦ksza od funkcji f .
(d) Ci¡g ⟨an⟩n∈N jest monotoniczny.
(e) Ci¡g ⟨an⟩n∈N jest rozbie»ny do +∞.
(f) Niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu ⟨an⟩n∈N jest dodatnich.
(g) Od pewnego miejsca ci¡g ⟨an⟩n∈N jest rosn¡cy.
(h) Ka»dy wyraz ci¡gu ⟨an⟩n∈N jest warto±ci¡ funkcji f .

2. Niech f : R → R. Zapisz symbolicznie poni»sze zbiory.
(a) Zbiór miejsc zerowych funkcji f .
(b) Zbiór okresów funkcji f . (Uwaga! Okres funkcji jest dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡)
(c) Zbiór ogranicze« górnych funkcji f .

3. Rozwa»my funkcj¦ f : Z → Z. Zapisz symbolicznie negacje poni»szych zda« (bez
u»ycia symbolu negacji ¬).
(a) Liczba 4 jest najwi¦ksz¡ warto±ci¡ funkcji f .
(b) Dla pewnych argumentów funkcja f przyjmuje warto±ci wi¦ksze od 4.

4. Zde�niuj (wzorem) dowolne dwie (ró»ne) funkcje f, g : P(N)× R → P(N× {0, 1, 2}).
5. Rozwa»my funkcj¦ f : R → R zadan¡ wzorem f(x) = |x|. Dla ka»dego z poni»szych
podpunktów wska» (jak¡kolwiek) liczb¦ rzeczywist¡ t, dla której funkcja zdaniowa staje
si¦ zdaniem prawdziwym (lub zaznacz, »e takiej nie ma). Podaj krótkie uzasadnienie (np.
mo»na opisa¢ sªownie znaczenie danych wyra»e«).
(a) (∀x ∈ R) f(x) ̸= t
(b) ¬(∃x ∈ R)(x ̸= t ∧ f(x) = f(t))
(c) (∃x > 2) f(x) < t ∧ (∃x < 10) f(t) < x
(d) (∀x ∈ R)(∃y ∈ R) f(x) = f(y) > t.

Zadania

6. Dla podanych poni»ej funkcji sprawd¹, czy s¡ ró»nowarto±ciowe i czy s¡ �na�. Postaraj
si¦ zrozumie¢ de�nicje funkcji zanim zaczniesz �rachowa¢�. Odpowiedzi uzasadnij.
(a) f : N2 → N; f(n, k) = n+ k;
(b) f : Z2 → Z; f(n, k) = n2 − k;
(c) f : Z → Z2; f(n) = ⟨2n,−2n⟩;
(d) f : [0, 2π)× (0,+∞) → R2; f(α, r) = ⟨r cosα, r sinα⟩;
(e) f : N2 → Z; f(n, k) = (n− 2)2k;
(f) f : (N+)2 → N; f(n, k) = (n− 1)(k + 1);
(g) f : (P(N) \ {∅})2 → P(N); f(A,B) = A \B;



(h) f : R → P(Q); f(r) = {q ∈ Q : q < r};
(i) f : P(R)× N → P(Z); f(A, n) = {x ∈ Z : x ∈ A ∧ x ⩽ n};
(j) F : NN → NN; F (φ)(n) = φ(2n).

7. Podaj przykªad funkcji f : R → R, która:
(a) jest surjekcj¡, ale nie jest injekcj¡;
(b) jest injekcj¡, a zbiór jej warto±ci jest ograniczony;
(c) zbiór jej warto±ci jest nieograniczony, a ka»da warto±¢ jest przyjmowana niesko«cze-

nie wiele razy;
(d) rng(f) = [0, 1), a ka»da warto±¢ jest przyjmowana niesko«czenie wiele razy.

Wskazówka: Je»eli nie jeste± w stanie wymy±li¢ wzoru, spróbuj najpierw narysowa¢
wykres funkcji o wymaganych wªasno±ciach.


