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-4. Dla podanej relacji R na zbiorze X sprawd¹, czy jest zwrotna, przeciwzwrotna, prze-
chodnia, symetryczna, sªabo antysymetryczna, spójna.
(b) X = R, xR y ⇔ x ̸= y;
(c) X = (0, 2), xR y ⇔ x · y < 2;
(d) X = P(N), ARB ⇔ A ∩B = ∅;
(e) X = NN, f R g ⇔ zbiór {n ∈ N : f(n) ̸= g(n)} jest sko«czony;
(f) X = N2, ⟨x, y⟩R ⟨a, b⟩ ⇔ 2 | (x− a) ∧ y < b.

-3. Uzasadnij podaj¡c odpowiednie kontrprzykªady, »e relacja R na zbiorze X = {1, 2, 3, 4}
opisana grafem

1 2

3 4

nie jest zwrotna, nie jest przeciwzwrotna, nie jest przechodnia, nie jest symetryczna, nie
jest sªabo antysymetryczna, nie jest spójna.

-2. Dla relacji opisanej w zadaniu 4 wyznacz poni»sze zbiory:
(a) {x ∈ X : (∀y ∈ X)(yRx ⇒ xRy)},
(b) {x ∈ X : (∃y ∈ X)(xRy ∧ ¬yRx)}.

-1. Czy ka»da relacja symetryczna i przechodnia na zbiorze N jest zwrotna? Odpowied¹
uzasadnij.

1. Dla podanych zbiorówX i relacjiR naX uzasadnij, »eR nie jest relacj¡ równowa»no±ci.
(a) X = Z; xRy ⇔ 3|(x+ y),
(b) X = R; xRy ⇔ x− y > 1,
(c) X = R; xRy ⇔ |x− y| ⩽ 2,
(d) X = R2; ⟨x1, y1⟩R⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = y2,
(e) X = P(Z) \ {∅}; ARB ⇔ A ∩B ̸= ∅,
(f) X = Z; xRy ⇔ x < 3 + y.

2. Dla podanych zbiorów X i relacji R na X uzasadnij, »e R jest relacj¡ równowa»no±ci.
Postaraj si¦ zrozumie¢, wedªug jakiej zasady relacja R �grupuje� elementy zbioru X.
(a) X = Z; xRy ⇔ 2|(x+ y),
(b) X = R2; ⟨x1, y1⟩R⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = x2,
(c) X = {x ∈ Z : 0 < |x| ⩽ 4}; xRy ⇔ xy > 0.
(d) X = P({1, 2, 3, 4}); ARB ⇔ A ∩ {1, 4} = B ∩ {1, 4}.

3. Podaj przykªad relacji równowa»no±ci R na zbiorze N, speªniaj¡cej wszystkie poni»sze
warunki:
• 1R 2
• ¬(2R 3)
• relacja R ma trzy klasy abstrakcji.

4. Dla podanych zbiorów X i relacji równowa»no±ci R na X wyznacz zbiór ilorazowy X/R.
(a) X = N+; xRy ⇔ 2|(x+ y),
(b) X = {x ∈ Z : 0 < |x| ⩽ 4}; xRy ⇔ xy > 0.



5. Na zbiorze R rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

xRy ⇔ sin(x) = sin(y).

(a) Wyznacz [0]R.
(b) Wyznacz [1]R. Sprawd¹, czy 1 jest elementem otrzymanego zbioru. Je±li nie, wyznacz

t¦ klas¦ abstrakcji jeszcze raz, tym razem poprawnie.
(c) Wyznacz zbiór ilorazowy R/R.

6. Na zbiorze R2 rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

⟨x1, y1⟩R⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = x2.

(a) Wyznacz i narysuj klasy abstrakcji [⟨0, 0⟩]R, [⟨1, 1⟩]R.
(b) Jak wygl¡da podziaª pªaszczyzny R2 zadany przez relacj¦ R (czyli zbiór ilorazowy

tej relacji)? Opisz go.

7. Na zbiorze N2 rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

⟨n1,m1⟩R⟨n2,m2⟩ ⇔ 2|(n1 + n2) ∧ 2|(n1 +m1 + n2 +m2).

(a) Wyznacz [⟨0, 1⟩]R.
(b) Wyznacz zbiór ilorazowy N2/R.

Wskazówka: Pomy±l, jak upro±ci¢ de�nicj¦ relacji R. Skorzystaj z zadania 2(a).

8. Na zbiorze X = [0, 10] rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

xRy ⇔ [x, x+ 1] ∩ N = [y, y + 1] ∩ N.

(a) Wyznacz [3]R.
(b) Wyznacz

[
3
2

]
R
.

(c) Wyznacz zbiór ilorazowy X/R.

9. Niech X = {x ∈ Z : |x + 1| ⩽ 5} i niech funkcja f : X → R b¦dzie zadana wzorem
f(x) = sin(xπ

2
). Rozwa»amy relacj¦ równowa»no±ci R na X zadan¡ warunkiem xRy ⇔

f(x) = f(y).
(a) Wyznacz [3]R.
(b) Wyznacz zbiór ilorazowy X/R.

10. Na zbiorze N rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

xRy ⇔ 5 | (x2 − y2).

(a) Wyznacz [3]R.
(b) Wyznacz zbiór ilorazowy N/R.

11. Niech X = {n ∈ N+ : n ⩽ 6}. Niech funkcja f : X → X b¦dzie dana wzorem
f(x) =

[√
3x

]
, gdzie [x] oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ od x ∈ R. Na

zbiorze P(X) de�niujemy relacj¦ równowa»no±ci R warunkiem

ARB ⇔ f [A] = f [B].

(a) Wyznacz [∅]R.
(b) Ile elementów ma zbiór P(X)/R? Odpowied¹ uzasadnij (uzasadnienie nie musi pole-

ga¢ na wyznaczeniu tego zbioru ilorazowego).

12. Na zbiorze P(Z) rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem

ARB ⇔ (N ⊆ A ⇔ N ⊆ B).

(a) Czy {2n+ 1 : n ∈ Z} ∈ [∅]R?
(b) Czy [N]R = [Z]R?
(c) Ile elementów ma zbiór ilorazowy P(Z)/R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.


