Geometria elementarna
Lista 1

Pola figur

. Niech A bedzie tréjkatem o bokach dtugosci a,b,c. Niech r to promien okregu wpisanego, R promien okregu
opisanego, v kat miedzy bokami o dlugosci a i b, p = #. Pokaz nastepujace wzory na pole trojkata:

(a) P(A)=pr
(b) P(A) = %

absin
(c) P(a) = =23k,

. Uogdlnij podpunkt 1la na dowolny wielokat opisany na okregu.
. Wyprowadz wzoér na pole:

(a) wypuklego czworokata, ktérego przekatne maja dlugosci dp i dy oraz przecinaja sie pod katem «

(b) formentego n-kata wpisanego w okrag o promieniu R.

. Wypukly czworokat podzielono na cztery czeéci dwoma odcinkami taczacymi rodki przeciwleglych bokéw.
Czeéci te oznaczono cyklicznie numerami I, II, ITI, IV. Uzasadnij, ze suma pol czedci I i 111 jest taka sama
jak suma pol czesci 111 IV.

. Niech W bedzie wielokatem, ktérego wszystkie wierzchotki sg punktami kratowymi plaszczyzny. Wzoér
Picka méwi, ze P(W) = w + % — 1, gdzie w to liczba punktéw kratowych wewnatrz W oraz b to liczba
punktow kratowych na brzegu W. Pokaz wzor Picka gdy W jest:

(a) prostokatem lub tréjkatem prostokatnym
(b) dowolnym tréjkatem.

Dla jakich jeszcze wielokatow umiesz udowodnié¢ wzér Picka? Czy wzér Picka zachodzi dla “wielokatow z
dziurami”?

Roéownowazno$é przez rozktad
. Udowodnij, ze kazdy tréjkat jest rownowazny przez rozklad z prostokatem.
. Przeksztal¢ jedna figure w druga rozcinajac na jak najmniejsza liczbe czesci:

a) deltoid wypukly /niewypukly w prostokat (< 4 czesci)

b

)
)
¢) kwadrat w dwa jednakowe mniejsze kwadraty (4 czesci)
)
)

—~ —~

szeSciokat foremny w prostokat (3 czedci)

d

[§]

trojkat réwnoboczny w trzy jednakowe mniejsze tréjkaty réwnoboczne (6 czesci)

—~

dowolny tréjkat rozwartokatny w prostokat, ktorego jeden bok jest réwny jednemu z bokéw trojkata
przy kacie rozwartym (3 czesci).

. SporzadZ w miare dokladne rysunki ilustrujace etapy realizowania (w kilku kolejnych krokach) réwnowaz-
noéci przez rozktad miedzy:

(a) trojkatem réwnobocznym i kwadratem

(b) szesciokatem foremnym i tréjkatem réwnobocznym.

. Uzasadnij, ze dwa graniastostupy proste o réwnych wysokosciach i réwnych polach podstawy sa réwno-
wazne przez rozktad.
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Uzasadnij, ze kazde dwa prostopadlodciany majace te sama objeto$¢ sa réwnowazne przez rozklad.

Korzystajac z poprzednich dwoch zadan uzasadnij, ze dowolne dwa graniastostupy proste o jednakowych
objetosciach sg réwnowazne przez rozktad.

Wykaz, ze dowolny réwnolegtoscian jest réwnowazny przez rozklad prostopadiodcianowi o takiej samej
wysokosci i takiej samej (réwnolegtobocznej) podstawie jak wyjsciowy réwnoleglodcian.

Korzystajac z poprzednich zadan uzasadnij, ze dowolne dwa réwnolegloéciany o jednakowych objetosciach
sa réwnowazne przez rozktad.

Niezmienniki Dehna

W ponizszych zadaniach «; € R oraz Q(aq, aa,...,an) = {11+ gas+ ...+ ¢y : q1,92,...,qn € Q}. Mozna
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korzysta¢ z tego, ze 7 oraz acos(3) sa niewspétmierne.

14

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

. Niech ay, ..., a, beda liczbami rzeczywistymi. Przedyskutuj co to znaczy, ze sa liniowo zalezne /niezalezne
nad Q.

Pokaz, ze Q(aq,aa,. .., ay) jest przestrzenia Q-liniowa.

Pokaz, 7e Q(v/2,/3) jest izomorficzna z Q? (tzn. wskaz liniowa bijekcje pomiedzy tymi dwoma przestrze-
niami liniowymi).

Niech V = Q(7, a1, g, a3, ay). Ile moze wynosi¢ dim(V') jezeli wiemy, ze:
(a) astags=ayg, a1 +ast+ag=m
(b) a1+ a2 = a3, az +az = a4, a1 + 202 = oy

Niech V = Q(m, a1, ae) gdzie a1 = acos(%), gy = T+ 2acos(%) oraz niech F:Q? — V bedzie zadane
wzorem F(q1,q2,q3) = 17 + g0 + qza. Znajdz jadro F.

Niech V oraz ai, as jak w poprzednim zadaniu. Czy istnieje funkcjonal liniowy f na V taki, ze f(7) =0,

flea) =1, faz) =37

Niech V3 < Va bedzie podprzestrzenia liniowa oraz F: Vi3 — Q bedzie funkcjonatem. Pokaz, ze F' rozszerza
sie do funkcjonatu na Va.

Wylicz kat dwuscienny w czworos$cianie foremnym.

Niech T bedzie czworo$cianem jak na rysunku (wierzcholki tego czworoscianu sa wierzchotkami szescianu).
Pokaz, ze niezmienniki Dehna tego czworoscianu sa zerowe (wsk. spojrz na strone 61 ’dowodéw z ksiegi’).
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Niech P bedzie graniastostupem prostym, ktérego podstawsg jest wielokat foremny. Pokaz, ze niezmienniki
Dehna P sa zerowe.

Czy niezmiennik Dehna réwnolegloscianu moze byé¢ niezerowy? A graniastostupa prostego o dowolnej
podstawie?



