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Geometria rozniczkowa
Lista 1

. Niech 7: (a,b) — R? bedzie niezdegenerowana krzywa gladka a s(d) diugoécia krzywej v((0, d)). Réznicz-
kujac v o s~ ! pokaz, ze |yo s~ = 1.

. Réwnanie Freneta: jezeli v jest sparametryzowana tukowo, T'(s) = 7/(s), N jest wektorem takim, ze (T, N)
jest baza ortonormalng zorientowana dodatnio, to N’ = —x,T.

. Niech f(z,y) = (z — x0)? + (y — y0)? — R? (zerami tej funkcji sa punkty okregu C(zo,yo, R)), i niech
7v: (a,b) — R? bedzie krzywa gladka, 7/ (0) # 0. Udowodnij, ze C(z, 3o, R) jest écidle styczny do v w v(0)
wtedy i tylko wtedy, gdy
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Uzywajac tego warunku wyznacz okrag $ciéle styczny do paraboli y = 22 w punkcie (1,1).

. Wymys$l jeszcze jakas definicje okregu Scisle stycznego. Udowodnij jej rownowazno$é z poprzednimi defi-
nicjami.

. Udowodnij, ze jesli krzywizna v w +(0) ma niezerowa pochodna, to (dla dostatecznie malego €) zbiory
v((—€,0)) 1 v((0, €)) znajduja si¢ po przeciwnych stronach okregu Scisle stycznego do v w ~(0).

. Udowodnij, ze jesli krzywa v lezy wewnatrz (na zewnatrz) okregu stycznego do niej w v(0), to jej krzywizna
w 7(0) jest nie mniejsza (nie wigksza) od krzywizny owego okregu.

. Podaj przyktad okregu, ktéry ma dwa punkty wspélne z parabola y = 22, przy czym w dokladnie jednym
z nich jest do niej styczny.

. Uzasadnij, ze krzywa o rosnacej krzywiznie nie ma samoprzeciec.

. Wyprowad? wzér na krzywizne krzywej zadanej parametrycznie (v(t) = (v1(t),v2(t))) wyrazajacy ja przez
pochodne funkeji 1, 72 (bez zalozenia, ze krzywa jest sparametryzowana tukowo). WyprowadZz wzér na
krzywizne wykresu funkeji y = f(z).

Zmajdz krzywe w R? o stalej krzywiznie i torsji.
Uzasadnij, ze jesli krzywa v w R? jest sparametryzowana, tukowo, to
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Niech x > 0 oraz 7 beda dowolnymi funkcjami na odcinku [a, b], p € R? i niech B bedzie dodatnio zoriento-

wana baza ortonormalna w R?. Pokaz, Ze istnieje doktadnie jedna krzywa v: [a, b] — R? sparametryzowana
tukowo taka, ze k, = k, 7y = T, 7(a) = p oraz B to tréjnég Freneta v w punkcie a.



