
Geometria ró»niczkowa

Lista 2

1. Niech Σ ⊂ R3 jest immersjonowan¡ powierzchni¡ i niech p ∈ Σ. Poka», »e istnieje izometria ψ : R3 → R3
taka, »e ψ(p) = 0, T0ψ(Σ) = Lin{∂x, ∂y} i ψ(Σ) w otoczeniu 0 wyra»a si¦ wykresem funkcji postaci

z =
1
2
ax2 +

1
2
by2 + o(x3 + y3).

2. Niech n b¦dzie polem wektorów normalnych na Σ ⊂ R3 i niech p ∈ Σ. De�niujemy odwzorowanie ksztaªtu
S : TpΣ→ TpΣ wzorem S(X) = −DX(n), X ∈ TpΣ. Poka», »e:

� S jest dobrze okre±lone, tzn. S(X) ∈ TpΣ.

� Je»eli p = 0 i Σ jest reprezentowana jak powy»ej, to w bazie ∂x, ∂y macierz odwzorowania S jest
diagonalna z warto±ciami wªasnymi a oraz b. Wywnioskuj, »e K = det(S).

3. Zbadaj, czy krzywizna Gaussa powierzchni opisanej parametrycznie {(r cos(z), r sin(z), z) | r, z ∈ R} jest
zerowa.

4. Krzyw¡ {(x, f(x), 0)} obracamy w R3 wokóª osi OX. Policz krzywizn¦ Gaussa powstaªej powierzchni
obrotowej. Uzasadnij, »e �tworz¡ce� tej powierzchni (krzywe b¦d¡ce obrazami wyj±ciowej przez obroty) s¡
styczne do jednego z kierunków gªównych.

5. Podobnie jak w poprzednim zadaniu obracamy krzyw¡ wokóª osi OX, ale tym razem parametryzujemy j¡
dªugo±ci¡ ªuku: γ(t) = (f(t), g(t), 0), f ′(t)2 + g′(t)2 = 1. Uzasadnij, »e wtedy K = −g′′/g. Korzystaj¡c z
tego wzoru opisz powierzchnie obrotowe o krzywi¹nie -1, 0, 1.

6. Sprawd¹, »e powierzchnie P (s, t) = (s cos t, s sin t, log s) i Q(s, t) = (s cos t, s sin t, t) maj¡ w P (s, t) i Q(s, t)
równe krzywizny Gaussa, mimo »e Q(s, t) 7→ P (s, t) nie jest lokaln¡ izometri¡. Postaraj si¦ pokaza¢, »e
nie istnieje izometria pomi¦dzy obrazami P i Q.

7. Uzasadnij, »e ka»da zwarta powierzchnia w R3 ma punkt o dodatniej krzywi¹nie Gaussa.

8. Udowodnij, »e w R3 nie ma zwartych powierzchni o krzywi¹nie ±redniej 0.

9. Niech γ : (a, b)→ R3 b¦dzie krzyw¡, tak¡ »e γ′(t) i γ′′(t) s¡ � dla ka»dego t � liniowo niezale»ne. Okre±lmy
Γ: (a, b) × (R \ {0}) → R3 wzorem Γ(t, s) = γ(t) + sγ′(t) (opisz ten przepis sªowami). Poka», »e Γ jest
immersj¡, a krzywizna Gaussa (obrazu) Γ wynosi 0. Powierzchnie tej postaci nazywamy styczno±ciowo

rozwijalnymi.

10. (Lemat Hilberta) Je±li k1(p) > k2(p), przy czym k1 ma maksimum w p, a k2 ma minimum w p, toK(p) ¬ 0.

� Niech (X,Y ) b¦dzie reperem ortonormalnym kierunków gªównych na otoczeniu p (SX = k1X, SY =
k2Y ). Niech ∇XY = aX, ∇YX = bY dla pewnych funkcji a, b. Wylicz, »e K = −X(b)−Y (a)− (a2+
b2). Wsk: theorema egregium.

� U»yj równa« Codazziego i warunków Xp(X(b))  0, Yp(Y (a)) ¬ 0 by pokaza¢, »e Xp(b)  0,
Yp(a)  0.

11. (Tw. Liebmanna) Spójna zwarta powierzchnia w R3 o staªej krzywi¹nie Gaussa jest sfer¡.

12. (Tw. Hilberta) Nie ma zupeªnych powierzchni M w R3 o staªej K = −1.

� W otoczeniu ka»dego punktu takiej powierzchni istnieje sie¢ Czebyszewa: immersja g : (−ε, ε) ×
(−ε, ε) → M , taka »e wszystkie krzywe postaci x 7→ g(x, y) i y 7→ g(x, y) s¡ sparametryzowane
dªugo±ci¡ ªuku a ich wektory styczne s¡ izotropowe wzgl¦dem drugiej formy podstawowej (X jest
izotropowy, je»eli II(X,X) = 0).

� Istnieje sie¢ Czebyszewa g : R2 →M . Tu nale»y u»y¢ zupeªno±ci.

� Niech ω(x, y) oznacza k¡t mi¦dzy wektorami Dg(∂x), Dg(∂y) w Tg(x,y)M (tak wi¦c ω : R2 → (0, π));

wtedy ∂2ω
∂x ∂y = (−K) sinω.

� Nie istnieje funkcja ω : R2 → (0, π) speªniaj¡ca równanie ∂2ω
∂x ∂y = sinω.


