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Geometria roézniczkowa,
Lista 3

. Na otwartej wstedze Mobiusa zadaj strukture l-wymiarowej wigzki liniowej nad S'. Zauwaz, ze taka

wigzka nie ma nigdzie nieznikajacego ciecia (czyli takiego ciecia s, ze s(p) # 0 dla kazdego p).

. Niech M bedzie gladka rozmaitoscia, E zbiorem, 7: E — M epimorfizmem a {U, }, otwartym pokryciem

M. Zalozmy, ze mamy dane bijekcje ¢o: 71 (Uy) — U, x RF tak, ze zachodzi my o ¢ = 7 oraz zlozenie
®o © (bgl: (Ua NUg) x R* — (U, NUg) x R* wyraza si¢ wzorem ¢, o d)gl(p, V) = (p,A(p)V) gdzie
A: Uy, NUg — GLE(R) jest odwzorowaniem gtadkim. Pokaz, ze {¢,}o zadaje na E strukture wiagzki.

. Zadaj strukture i sprawdz definicje wiazki dla E*, Hom(E,F) i E ® F (gdzie E i F sa wigzkami nad

rozmaitoscia M).
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. Grssmannian G = G(k, V) to rozmaitos¢ k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych V. Wiazka tautolo-

giczna nad Grassmannianem G to podrozmaito$¢ v = {(W,w) : G 3 W 3 w} C G x V. Udowodnij, ze
jest wiazka. Pokaz, ze TG = Hom(y, y1).

. Sprawdz, ze wigzka normalna do podrozmaitosci M w RY jest wiazka.

. Niech s bedzie nigdzie nieznikajacym cieciem wiazki F nad M. Pokaz, ze dla pewnej wiazki F' nad M

mamy F = e ® F' (wsk. zadaj na F gtadki iloczyn skalarny).

. Pokaz, ze M (V) x ... x Vy; Vi41) jest naturalnie izomorficzna z M(Vy x ... x V,, x V¥ ;R).

. Pokaz, 7e jezeli odwzorowanie F': I'(Ey) x ... x I(E,) — T'(E,4+1) jest C*°-wieloliniowe, to F' mozna

zinterpretowac jako ciecie wiazki I'E} ® ... ® E ® E,+1). Takie ciecia nazywaja sie polami tensorowymi.
Pokaz, ze tensor krzywizny F' jest C*°-wieloliniowy (a zatem jest polem tensorowym).

Niech M bedzie podrozmaitoscia RV . Na wiazce normalnej vy, zadajemy koneksje nastepujaco: (Vxs)(p)
to rzut prostopadly na T,M~' pochodnej kierunkowej funkcji s: M — RY w kierunku wektora X,,.
Sprawdz, ze to jest naprawde koneksja. Zréb podobna na T'M. Sprawdz, ze koneksje te spelniaja warunek
X(s,s") =(Vxs,s)+ (s,Vxs).

Sprawdz, ze dla dowolnych funkcji I'}; € CU wzor Vyig,s7e; = a'(9;s* + T};s7)ex, zadaje koneksje na
E|y, gdzie 9; i e to trywializacje odpowiednio TM |y i E|y.

Niech V bedzie koneksja liniowa. Pokaz, ze tensor torsji 7(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y] jest C*°-
dwuliniowy. Niech Ffj beda symbolami Christoffela V w trywializacji zadanej przez wspotrzedne. Pokaz,
ze IF = Ffi wtedy i tylko wtedy gdy V jest symetryczna (wsk. zauwaz, ze gdy to potrzebne mozemy
zalozy¢ [X,Y] = 0).

Zalozmy, ze ciecie s wigzki E zeruje si¢ w p. Udowodnij, ze dla dowolnych dwoch koneksji V, V/ na F i
dowolnego X € I'(T'M) mamy (Vxs)(p) = (Vis)(p).

Zalozmy, ze na wigzkach E, F zadane sa koneksje VF, V. Sprobuj wyprodukowaé z nich koneksje na
wigzkach E*, Hom(E, F) i E® F. (Wsk. wymyslaj rozne warianty reguly Leibniza.)

Sprawdz, ze Id € T'(Hom(E, E)) jest cieciem réwnolegltym (tzn. dla kazdego pola wektorowego X na M
zachodzi V xId = 0) dla koneksji indukowanej z koneksji na E.

Niech P bedzie projektywnym modutem nad C*°M, M zwarta. Udowodnij, ze istnieje wiazka wektorowa
E nad M, taka ze P = T'(E), i odwrotnie, dla kazdej wiazki wektorowej F nad M modut T'(E) nad
pierscieniem C*°M jest projektywny.



