
Geometria ró»niczkowa

Lista 3

1. Na otwartej wst¦dze Möbiusa zadaj struktur¦ 1-wymiarowej wi¡zki liniowej nad S1. Zauwa», »e taka
wi¡zka nie ma nigdzie nieznikaj¡cego ci¦cia (czyli takiego ci¦cia s, »e s(p) 6= 0 dla ka»dego p).

2. Niech M b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡, E zbiorem, π : E →M epimor�zmem a {Uα}α otwartym pokryciem
M . Zaªó»my, »e mamy dane bijekcje φα : π−1(Uα)→ Uα ×Rk tak, »e zachodzi π1 ◦ φα = π oraz zªo»enie
φα ◦ φ−1β : (Uα ∩ Uβ) × Rk → (Uα ∩ Uβ) × Rk wyra»a si¦ wzorem φα ◦ φ−1β (p, V ) = (p,A(p)V ) gdzie
A : Uα ∩ Uβ → GLk(R) jest odwzorowaniem gªadkim. Poka», »e {φα}α zadaje na E struktur¦ wi¡zki.

3. Zadaj struktur¦ i sprawd¹ de�nicj¦ wi¡zki dla E∗, Hom(E,F ) i E ⊗ F (gdzie E i F s¡ wi¡zkami nad
rozmaito±ci¡ M).

4. TSn ⊕ ε = εn+1? TS3 = ε3; a TS7?

5. Grssmannian G = G(k, V ) to rozmaito±¢ k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych V . Wi¡zka tautolo-
giczna nad Grassmannianem G to podrozmaito±¢ γ = {(W,w) : G 3 W 3 w} ⊂ G × V . Udowodnij, »e γ
jest wi¡zk¡. Poka», »e TG = Hom(γ, γ⊥).

6. Sprawd¹, »e wi¡zka normalna do podrozmaito±ci M w RN jest wi¡zk¡.

7. Niech s b¦dzie nigdzie nieznikaj¡cym ci¦ciem wi¡zki E nad M . Poka», »e dla pewnej wi¡zki F nad M
mamy E = ε⊕ F (wsk. zadaj na E gªadki iloczyn skalarny).

8. Poka», »e M(V1 × . . .× Vn;Vn+1) jest naturalnie izomor�czna z M(V1 × . . .× Vn × V ∗n+1;R).

9. Poka», »e je»eli odwzorowanie F : Γ(E1) × . . . × Γ(En) → Γ(En+1) jest C∞-wieloliniowe, to F mo»na
zinterpretowa¢ jako ci¦cie wi¡zki Γ(E∗1 ⊗ . . .⊗E∗n⊗En+1). Takie ci¦cia nazywaj¡ si¦ polami tensorowymi.

10. Poka», »e tensor krzywizny F jest C∞-wieloliniowy (a zatem jest polem tensorowym).

11. NiechM b¦dzie podrozmaito±ci¡ RN . Na wi¡zce normalnej νM zadajemy koneksj¦ nast¦puj¡co: (∇Xs)(p)
to rzut prostopadªy na TpM

⊥ pochodnej kierunkowej funkcji s : M → RN w kierunku wektora Xp.
Sprawd¹, »e to jest naprawd¦ koneksja. Zrób podobn¡ na TM . Sprawd¹, »e koneksje te speªniaj¡ warunek
X〈s, s′〉 = 〈∇Xs, s′〉+ 〈s,∇Xs′〉.

12. Sprawd¹, »e dla dowolnych funkcji Γkij ∈ C∞U wzór ∇ai∂isjej = ai(∂isk + Γkijs
j)ek zadaje koneksj¦ na

E|U , gdzie ∂i i ek to trywializacje odpowiednio TM |U i E|U .

13. Niech ∇ b¦dzie koneksj¡ liniow¡. Poka», »e tensor torsji τ(X,Y ) = ∇XY − ∇YX − [X,Y ] jest C∞-
dwuliniowy. Niech Γkij b¦d¡ symbolami Christo�ela ∇ w trywializacji zadanej przez wspóªrz¦dne. Poka»,

»e Γkij = Γkji wtedy i tylko wtedy gdy ∇ jest symetryczna (wsk. zauwa», »e gdy to potrzebne mo»emy
zaªo»y¢ [X,Y ] = 0).

14. Zaªó»my, »e ci¦cie s wi¡zki E zeruje si¦ w p. Udowodnij, »e dla dowolnych dwóch koneksji ∇, ∇′ na E i
dowolnego X ∈ Γ(TM) mamy (∇Xs)(p) = (∇′Xs)(p).

15. Zaªó»my, »e na wi¡zkach E, F zadane s¡ koneksje ∇E , ∇F . Spróbuj wyprodukowa¢ z nich koneksje na
wi¡zkach E∗, Hom(E,F ) i E ⊗ F . (Wsk. wymy±laj ró»ne warianty reguªy Leibniza.)

16. Sprawd¹, »e Id ∈ Γ(Hom(E,E)) jest ci¦ciem równolegªym (tzn. dla ka»dego pola wektorowego X na M
zachodzi ∇XId = 0) dla koneksji indukowanej z koneksji na E.

17. Niech P b¦dzie projektywnym moduªem nad C∞M , M zwarta. Udowodnij, »e istnieje wi¡zka wektorowa
E nad M , taka »e P = Γ(E), i odwrotnie, dla ka»dej wi¡zki wektorowej E nad M moduª Γ(E) nad
pier±cieniem C∞M jest projektywny.


