Geometria roézniczkowa,
Lista 4

. Rozwazmy wspolrzedne biegunowe x = rsin(v),y = rcos(y), tzn. dyfeomorfizm F = (z,y): Uy — Us
gdzie U; = Ry x (0,27), Uz = R? — {(z,0): = < 0}.

(a) Wyraz formy F*(dx), F*(dy) oraz F*(dx A dy) za pomoca form d, dr.

(b) Zauwaz, ze forma (F~1)*(dv) rozszerza sig¢ do formy a na R? — {0}. Pokaz, ze « nie jest rézniczka
zadnej funkcji f € C>°(R? — {0}).

. Grupa Heisenberga to
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z mnozeniem macierzy jako dziataniem. Dla g € H okreslamy l,: H — H wzorem ly(h) = gh oraz
rq: H — H wzorem rg(h) = hg. Opisz wszystkie pola wektorowe ktore sa niezmiennicze na (a) wszystkie
przeksztatcenia l,; (b) wszystkie przeksztalcenia ry; (c) wszystkie przeksztalcenia [, i wszystkie przeksztal-
cenia 4. Nastepnie zréb to samo dla form stopni 0,1,2,3.

. Uzasadnij, ze H},z(R™) = 0, to znaczy: jezeli w € Q' (M) taka, ze dw = 0, to w = dF' dla pewnej funkcji F.
Wsk: dla w = adz + bdy € Q'(R?) definiujemy F(z,y) = [; a(t,0)dt + [ b(x,s)ds. Zréb podobnie dla
dowolnego n. Czy taka funkcja F' jest jedyna?

. Pokaz, ze forma objetosci jest dobrze zdefiniowana.
. Niech w € Q¥ (M), n € QY(M) i X € X(M).
(a) Zdefiniuj pochodna liego L xw za pomoca potoku pola X . Pokaz, 7e Lx (wAn) = (Lxw)An+wA(Lxn).
(b) Pokaz, ze Lx(w) =0 < (®%)*(w) = w.
(¢) Pokaz, ze dla w € Q'(M) zachodzi wzor Lxw(Y) = X(w(Y)) — w([X,Y]).
(d) Niech X € X(M). Operator kontrakcji ix : Q¥T1(M) — QF(M) definiujemy wzorem
ix (W) (X1, .., Xg) =w(X, X1,..., Xp).

Pokaz, 7e di xw+ixdw = Lxw dlaw € Q°(M)®Q (M) (uwaga: dla funkcji przyjmujemy Lx f = X f).

. Pokaz, ze dw(X,Y) = X (w(Y)) — Y (w(X)) — w([X,Y]).

. Niech w = )", (—1)'a'dz' A ... dz' ... A dz" bedzie (n — 1)-forma na R", zas ¢: S"~! — R" niech bedzie
standardowym wlozeniem sfery jednostkowej. Uzasadnij, ze (*w nie znika w zadnym punkcie i ze jest
niezmiennicza na obroty. Oblicz f gn—1 LFw.



