
Geometria ró»niczkowa

Lista 4

1. Rozwa»my wspóªrz¦dne biegunowe x = rsin(ψ), y = rcos(ψ), tzn. dyfeomor�zm F = (x, y) : U1 → U2
gdzie U1 = R+ × (0, 2π), U2 = R2 − {(x, 0) : x ¬ 0}.

(a) Wyra¹ formy F ∗(dx), F ∗(dy) oraz F ∗(dx ∧ dy) za pomoc¡ form dψ, dr.

(b) Zauwa», »e forma (F−1)∗(dψ) rozszerza si¦ do formy α na R2 − {0}. Poka», »e α nie jest ró»niczk¡
»adnej funkcji f ∈ C∞(R2 − {0}).

2. Grupa Heisenberga to

H =


1 x z

0 1 y
0 0 1

 | x, y, z ∈ R


z mno»eniem macierzy jako dziaªaniem. Dla g ∈ H okre±lamy lg : H → H wzorem lg(h) = gh oraz
rg : H → H wzorem rg(h) = hg. Opisz wszystkie pola wektorowe które s¡ niezmiennicze na (a) wszystkie
przeksztaªcenia lg; (b) wszystkie przeksztaªcenia rg; (c) wszystkie przeksztaªcenia lg i wszystkie przeksztaª-
cenia rg. Nast¦pnie zrób to samo dla form stopni 0,1,2,3.

3. Uzasadnij, »e H1DR(Rn) = 0, to znaczy: je»eli ω ∈ Ω1(M) taka, »e dω = 0, to ω = dF dla pewnej funkcji F .
Wsk: dla ω = a dx + b dy ∈ Ω1(R2) de�niujemy F (x, y) =

∫ x
0 a(t, 0)dt +

∫ y
0 b(x, s)ds. Zrób podobnie dla

dowolnego n. Czy taka funkcja F jest jedyna?

4. Poka», »e forma obj¦to±ci jest dobrze zde�niowana.

5. Niech ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M) i X ∈ X (M).

(a) Zde�niuj pochodn¡ liego LXω za pomoc¡ potoku polaX. Poka», »e LX(ω∧η) = (LXω)∧η+ω∧(LXη).

(b) Poka», »e LX(ω) = 0 ⇐⇒ (ΦtX)∗(ω) = ω.

(c) Poka», »e dla ω ∈ Ω1(M) zachodzi wzór LXω(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X,Y ]).

(d) Niech X ∈ X (M). Operator kontrakcji iX : Ωk+1(M)→ Ωk(M) de�niujemy wzorem

iX(ω)(X1, . . . , Xk) = ω(X,X1, . . . , Xk).

Poka», »e diXω+iXdω = LXω dla ω ∈ Ω0(M)⊕Ω1(M) (uwaga: dla funkcji przyjmujemy LXf = Xf).

6. Poka», »e dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

7. Niech ω =
∑
i(−1)ixidx1 ∧ . . . d̂xi . . . ∧ dxn b¦dzie (n− 1)-form¡ na Rn, za± ι : Sn−1 → Rn niech b¦dzie

standardowym wªo»eniem sfery jednostkowej. Uzasadnij, »e ι∗ω nie znika w »adnym punkcie i »e jest
niezmiennicza na obroty. Oblicz

∫
Sn−1

ι∗ω.


