
Geometria ró»niczkowa

Lista 5

1. Sprawd¹, »e przesuni¦cie równolegªe wzdªu» krzywej nie zale»y od parametryzacji tej krzywej.

2. Rozwa»my na E ⊗ F koneksj¦ indukowan¡ z koneksji na E i koneksji na F . Sprawd¹, »e je±li s ∈ Γγ(E) i
c ∈ Γγ(F ) s¡ ci¦ciami równolegªymi, to s⊗ c ∈ Γγ(E ⊗ F ) te» jest ci¦ciem równolegªym.

3. Niech ∇ b¦dzie koneksj¡ na wi¡zce E (dim(E) = d) nad M , za± γ : [0, 1] → M krzyw¡ gªadk¡. Po-
ka», »e (Γγ(E),∇t) jest izomor�czna z (C∞([0, 1])d, ∂t), tzn. istenieje izomor�zm C∞([0, 1])-moduªów
F : C∞([0, 1])d → Γγ(E) taki, »e F−1 ◦∇t ◦F jest standardowym ró»niczkowaniem po t ka»dej wspóªrz¦d-
nej z osobna). Przedyskutuj dlaczego nie powinno Ci¦ to niepokoi¢, np. nie wynika z tego, »e przesuni¦cie
równolegªe jest niezale»ne od krzywej.

4. Zaªó»my, »e ∇ jest zgodna z metryk¡ Riemanna. Niech s1, s2 ∈ Γγ(E). Poka», »e d
dt 〈s1, s2〉 = 〈∇ts1, s2〉+

〈s1,∇ts2〉.

5. Niech ∇ b¦dzie koneksj¡ na wi¡zce π : E → M . Niech e ∈ E i niech p = π(e). Okre±lmy podprzestrze«
He przestrzeni TeE nast¦puj¡co: He to zbiór wektorów v ∈ TeE, takich »e istniej¡: krzywa γ : (a, b)→M
i ci¦cie równolegªe s ∈ Γγ(E), speªniaj¡ce warunek s′(0) = v. Udowodnij, »e

� TeE = He ⊕ TeEp;

� Hte = DMt(He), gdzie Mt : E → E mno»y przez t ∈ R na ka»dym wªóknie z osobna;

� {He : e ∈ E} jest gªadk¡ dystrybucj¡ na E (z de�nicji dystrybucja to podwi¡zka wi¡zki stycznej,
gªadko±¢ oznacza, »e lokalnie jest rozpinana przez dim(He) gªadkich ci¦¢).

6. Niech H = {He : e ∈ E} b¦dzie dystrybucj¡ na E speªniaj¡c¡ warunki z zadania 5. Ci¦cie s ∈ Γγ(E)
nazywamy równolegªym (wzdªu» krzywej γ), je±li jest ono styczne do dystrybucji H w ka»dym swym
punkcie. Udowodnij dla tego poj¦cia równolegªo±ci twierdzenie o jednoznaczno±ci; zde�niuj odpowiadaj¡ce
mu przesuni¦cie równolegªe wzdªu» krzywej i wyka», »e jest ono liniowe.

7. Niech {He : e ∈ E} b¦dzie dystrybucj¡ na E speªniaj¡c¡ warunki zadania 5. Udowodnij, »e pochodzi ona
(w sposób opisany w tym zadaniu) od pewnej koneksji na E.

8. Udowodnij, »e ka»da wi¡zka nad Rn jest izomor�czna z trywialn¡. Wsk. we¹ dowoln¡ koneksj¦ i przesuwaj
równolegle wzdªu» póªprostych. Przedyskutuj kwesti¦ gªadko±ci w zerze.

9. Poka», »e je±li ∇ jest zgodna z metryk¡ Riemanna, to F te»: 〈FX,Y s, s′〉+ 〈s, FX,Y s′〉 = 0 dla dowlonych
pól X, Y i ci¦¢ s, s′.

10. Niech ∇ b¦dzie koneksj¡ na wi¡zce E. Poka», »e F (∇) ≡ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy mo»na znale¹¢
lokaln¡ trywializacj¦ E tak¡, »e ∇ jest standardowym ró»niczkowaniem w tej trywializacji. Wsk.: niech
ei(0̄) to dowolna trywializacja E0̄. Zde�niuj ei(x0, 0, . . . , 0) jako przesuni¦cie równolegªe ei(0̄) wzdªó» 0-wej
wspóªrz¦dnej, potem ei(x0, x1, . . . , 0) jako przesuni¦cie ei(x0, 0, . . . , 0) wzdªó» 1-wszej wspóªrz¦dnej itd.

11. Niech Σ b¦dzie 2-wymiarow¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡. Poka», »e krzywizna Gaussa κΣ
p jest niezale»na

od wyboru bazy Tp(Σ).

12. Uzasadnij, »e dowolne (kawaªkami) gªadkie pole wektorowe W wzdªu» krzywej znikaj¡ce na jej ko«cach
pochodzi od pewnej wariacji krzywej.

13. Niech U : M → R b¦dzie funkcj¡ (�energii potencjalnej�) na rozmaito±ci riemannowskiej M . Dla p ∈
M i v ∈ TpM okre±lmy L(p, v) = 1

2‖v‖
2 − U(p); dla krzywej γ : [0, 1] → M zde�niujmy L(γ) =∫ 1

0 L(γ(t), γ′(t))dt. Wyprowad¹ równanie, jakie musi speªnia¢ krzywa γ aby dla dowolnej jej wariacji α

zachodziª warunek dL(α(u))
du |u=0 = 0. (Je±li U ≡ 0, to wyjdzie równanie geodezyjnej.)


