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Geometria roézniczkowa,
Lista b

. Sprawdz, ze przesuniecie rownolegle wzdtuz krzywej nie zalezy od parametryzacji tej krzywej.

. Rozwazmy na E ® F' koneksje indukowang z koneksji na E i koneksji na F. Sprawdz, ze jesli s e I, (E) i

c € I, (F) sa cieciami rownolegtymi, to s @ c € I', (E ® F) tez jest cieciem réwnolegtym.

Niech V bedzie koneksja na wiazce E (dim(E) = d) nad M, za$ v: [0,1] — M krzywa gladka. Po-
kaz, ze (I'y(E),V;) jest izomorficzna z (C°°([0,1])%,9;), tzn. istenieje izomorfizm C>°([0,1])-modutéw
F:C*([0,1]) — T'y(E) taki, ze F~'oV,oF jest standardowym rézniczkowaniem po ¢ kazdej wspolrzed-
nej z osobna). Przedyskutuj dlaczego nie powinno Cie to niepokoi¢, np. nie wynika z tego, ze przesuniecie
rownolegle jest niezalezne od krzywej.

Zalozmy, ze V jest zgodna z metryka Riemanna. Niech s1,s2 € I'(E). Pokaz, ze %(sl, S2) = (Vys1, S2) +
<517 Vt52>-

. Niech V bedzie koneksja na wiazce m: E — M. Niech e € E i niech p = w(e). Okreslmy podprzestrzen

H, przestrzeni T, E nastepujaco: H, to zbior wektorow v € T E, takich ze istnieja: krzywa v: (a,b) — M
i ciecie rownolegle s € 'y (E), spelniajace warunek s'(0) = v. Udowodnij, ze

o T.E = H,®T.E,;
e H,. = DM(H.), gdzie M;: E — E mnozy przez t € R na kazdym wloknie z osobna;

e {H. : e € E} jest gladka dystrybucja na E (z definicji dystrybucja to podwiazka wiazki stycznej,
gladko$¢ oznacza, ze lokalnie jest rozpinana przez dim(H,) gtadkich ciec).

Niech H = {H. : e € E} bedzie dystrybucja na E spelniajaca warunki z zadania 5. Cigcie s € T, (E)
nazywamy rownoleglym (wzdluz krzywej ), jesli jest ono styczne do dystrybucji H w kazdym swym
punkcie. Udowodnij dla tego pojecia rownoleglosci twierdzenie o jednoznacznosci; zdefiniuj odpowiadajace
mu przesuniecie rownoleglte wzdtuz krzywej i wykaz, ze jest ono liniowe.

Niech {H. : e € E} bedzie dystrybucja na E spelniajaca warunki zadania 5. Udowodnij, ze pochodzi ona
(w sposob opisany w tym zadaniu) od pewnej koneksji na E.

Udowodnij, ze kazda wigzka nad R" jest izomorficzna z trywialna. Wsk. wez dowolna koneksje i przesuwaj
rownolegle wzdtuz poétprostych. Przedyskutuj kwestie gtadkosci w zerze.

Pokaz, ze jesli V jest zgodna z metryka Riemanna, to F' tez: (Fxys,s’) + (s, Fx ys') = 0 dla dowlonych
pol X, Y i cie¢ s, 5.

Niech V bedzie koneksja na wigzce E. Pokaz, ze F(V) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy mozna znalezé
lokalna trywializacje E taka, ze V jest standardowym rézniczkowaniem w tej trywializacji. Wsk.: niech
ei(0) to dowolna trywializacja Fg. Zdefiniuj e;(x,0, ..., 0) jako przesuniecie réwnolegte ¢;(0) wzdloz 0-wej
wspolrzednej, potem e;(xo, 1, ..,0) jako przesuniecie e;(xg,0,...,0) wzdloz 1-wszej wspolrzednej itd.

Niech ¥ bedzie 2-wymiarowa rozmaitoscia riemannowska. Pokaz, ze krzywizna Gaussa n? jest niezalezna
od wyboru bazy T,(X).

Uzasadnij, ze dowolne (kawatkami) gtadkie pole wektorowe W wzdtuz krzywej znikajace na jej koncach
pochodzi od pewnej wariacji krzywej.

Niech U: M — R bedzie funkcja (“energii potencjalnej”) na rozmaitosci riemannowskiej M. Dla p €

M iv € T,M okreslmy L(p,v) = %|v|® — U(p); dla krzywej ~: [0,1] — M zdefiniujmy L(y) =

fol L(y(¢t),~'(t))dt. Wyprowadz réwnanie, jakie musi spelnia¢ krzywa ~ aby dla dowolnej jej wariacji «

zachodzil warunek Wh:o = 0. (Jesli U = 0, to wyjdzie rownanie geodezyjnej.)



