
Geometria ró»niczkowa

Lista 6

1. Udowodnij, »e je±li γ : (0, 1)→M jest geodezyjna i limt→0+ γ(t) = p, to istnieje v ∈ TpM , taki »e γ = γv.

2. Podaj przykªad metryki riemannowskiej na 2 wymiarowym torusie, takiej »e pewne dwa punkty torusa
da sie poª¡czy¢ nieprzeliczalnie wieloma geodezyjnymi.

3. Opisz geodezyjne w produkcie dwóch rozmaito±ci riemannowskich.

4. Niech (M, g) b¦dzie n wymiarow¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡.

� Poka», »e Ric(X,Y ) = Ric(Y,X)

� Niech gλ b¦dzie przeskalowan¡ metryk¡ g, tzn: gλ(X,Y ) = λ2g(X,Y ). Poka», »e Ricgλ = Ricg oraz
κgλ = λ−2κg.

� Poka», »e Ric(X,X) = Σni=2κ(X, ei) gdzie X, e2, . . . , en jest baz¡ ON przestrzeni stycznej.

5. Skrytykuj nast¦puj¡c¡ wariacj¦ na temat krzywizny Ricciego: NieRic(X,Y ) = Tr(Z 7→ R(X,Y )Z).

6. Poka», »e cofni¦cie wi¡zki jest wi¡zk¡.

7. Poka», »e krzywizny sekcyjne wyznaczaj¡ peªny tensor krzywizny. Dokªadniej: niech V b¦dzie przestrzeni¡
z iloczynem skalarnym. Zaªó»my, »e R i R′ s¡ 3-liniowymi odwzorowaniami V ×V ×V → V speªniaj¡cymi
wszystkie cztery to»samo±ci (symetrie krzywizny) z wykªadu. Zaªó»my te», »e dla ka»dej ortonormalnej
pary wektorów X,Y ∈ V zachodzi 〈R(X,Y )Y,X〉 = 〈R′(X,Y )Y,X〉. Udowodnij, »e wówczas R = R′.
Czy je±li zaªo»ymy tylko, »e powy»sza równo±¢ zachodzi dla par wektorów (X,Y ) pochodz¡cych z pewnej
ortonormalnej bazy V , to teza pozostanie prawdziwa?

8. NiechM = Mn×n(R) i niech G b¦dzie podrozmaito±ci¡M i zarazem grup¡ z operacj¡ mno»enia macierzy.
Zaªó»my ponadto, »e G jest zawarta w zbiorze macierzy ortogonalnych. Przestrzenie styczne TxG mo»emy
uto»samia¢ z podprzestrzeniami M , bo M jest przestrzeni¡ liniow¡. Niech Lie(G) = TeG (gdzie e = I)
i niech iloczyn skalarny na Lie b¦dzie zadany wzorem 〈a, b〉 = Tr(abT ). Z a ∈ Lie(G) wi¡»emy pole
wektorowe Xa na G zadane tak: (Xa)x = xa (sprawd¹, »e (Xa)x ∈ TxG); pola tej postaci nazywamy
lewoniezmienniczymi. Wreszcie na G zadajemy metryk¦ Riemanna »¡daj¡c, by iloczyn skalarny dwóch pól
lewoniezmienniczych byª funkcj¡ staª¡ (innymi sªowy je±li u, v ∈ TxG, to 〈u, v〉x = 〈x−1u, x−1v〉e). Niech
∇ b¦dzie koneksj¡ Levi-Civity tej metryki, za± R tensorem krzywizny koneksji ∇. Uzasadnij, »e

(a) Elementy Lie(G) to macierze antysymetryczne oraz, »e iloczyn skalarny na Lie(G) jest dodatnio
okre±lony.

(b) Dla dowolnego y ∈ G przeksztaªcenia G 3 x 7→ yx ∈ G oraz G 3 x 7→ xy ∈ G s¡ izometriami
powy»szej metryki Riemanna.

(c) t 7→ eta (eksponens macierzy) jest krzyw¡ caªkow¡ pola Xa.

(d) φat (x) = xeta jest potokiem pola Xa.

(e) [Xa, Xb] = X[a,b] (gdzie [a, b] = ab− ba).

(f) Je±li X, Y , Z s¡ polami lewoniezmienniczymi, to

〈[X,Y ], Z〉 = 〈[Z,X], Y 〉, ∇XY =
1
2

[X,Y ], R(X,Y )Z = −1
4

[[X,Y ], Z].

(g) G ma nieujemn¡ krzywizn¦ sekcyjn¡, tzn. dla dowolnego x ∈ G i dowolnych u, v ∈ TxG mamy
〈R(u, v)v, u〉  0.

(h) Dla a ∈ Lie(G) geodezyjna γa jest dana wzorem γa(t) = eta.

(i) Dla a ∈ Lie(G) eksponens riemannowski expe(a) pokrywa sie z eksponensem macierzowym ea.


