LICZBY ZESPOLONE

1. WPROWADZENIE

1.1. Rozgrzewka: gdyby istnialy tylko liczby wymierne... Rozwazmy liczby
wymierne i rzeczywiste

QCR.

Chcieliby$my znalezé zbidr liczb zawierajacy Q, ale jednak znacznie mniejszy od R i
taki, w ktérym mozna wykonywaé dziatania arytmetyczne tak jak w R. W tym celu
rozpatrzmy zbidr liczb

Q[V2] ={a+bV2|a,be Q},

czyli zbidr tych liczb rzeczywistych, ktére da sie przedstawié jako a+bv/2 dla pewnych
liczb a,b € Q. Czy na liczbach z Q[v/2] mozna wykonywaé podstawowe operacje
arytmetyczne i w wyniku otrzymaé liczbe z Q[v/2]?

Z. Pokaz, ze jeieli x,y € Q[V2], to —x, = + 1y oraz vy € Q[v2].

Z. Pokaz, ze jezeli x € Q[v/2]\{0}, to 1/x tez jest elementem ze zbioru Q[v/2]. Wisk.
usuwanie niewymiernosci z mianownika.

Z powyzszych zadan wynika, ze mozemy wykonywa¢ dodawanie, mnozenie oraz odwra-
canie liczb wewnatrz Q[v/2], nie odwolujac si¢ do zadnych innych liczb rzeczywistych.
Méwimy, ze zbiér Q[v/2] jest zamkniety na dodawanie, mnozenie i odwrotnosé.

Cofnijmy sie teraz troche i wyobrazmy sobie, ze nigdy nie styszeliSmy o liczbach rze-
czywistych - znamy tylko liczby wymierne. Nie wiemy wiec co to jest v/2. Mogliby$my
wtedy pomyéle¢, tak tylko teoretycznie, o takiej liczbie, ktéra podniesiona do kwa-
dratu daje 2. Nazwijmy ja jako$, np. j. Mamy zatem ;2 = 2.

Idac za przykladem poprzedniej konstrukeji, rozwazmy zbiér napiséw postaci a + bj
gdzie a i b € Q. Zauwazmy, ze teraz a + bj nie jest jakas konkretna liczba rzeczywista,
jest dla nas po prostu napisem. Mozemy zdefiniowa¢ zbiér napiséw:

Q] ={a+0bjlabeQ}.

Na takich napisach mozemy wykonywaé operacje dodawania:

(a+bj)+ (c+dj) =(a+c)+ (c+d)j.

Mozemy tez mnozyé. Tam gdzie pojawia sie j2 wstawiamy zwyczajnie 2.

(a+bj)(c+ dj) = ac + bd(j%) + (ad + bc)j = ac + 2bd + (ad + be)j.
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Z. Oblicz ﬁbj'

Mozna sie domysli¢, ze liczby postaci a + bj zachowuja sie dokladnie tak jak liczby
postaci a + bv/2 (zobacz rozdzial 1.3). Odtworzyliémy wiec zbiér Q[v/2] korzystajac
jedynie z ’abstrakcyjnej’ liczby j.

1.2. Definicja liczb zespolonych. W poprzednim paragrafie ograniczaliSmy si¢ do
liczb wymiernych i dodaliémy do nich nowa liczbe j taka, ze j2 = 2. Z punktu widzenia
kogos, kto zna tylko liczby wymierne, jest to nowa abstrakcyjna liczba. Podobnie jest
ze zbiorem liczb rzeczywistych: nic nie stoi na przeszkodzie aby sprobowaé¢ dodaé¢ do
nich jaka$ nowg liczbe.

Sprébujmy zrobié¢ najprostsza rzecz: dodaé taka liczbe, nazwijmy ja ¢, ktora spelnia-
laby réwnanie i> = —1. Majac ten pomysl, wszystko robimy juz analogicznie jak w
poprzednim rozdziale. Definiujemy zbiér napiséw

R[i] = {a+bi | a,b € R}

Takie napisy nazywamy liczbami zespolonymi a zbiér R[i] oznacza sie zazwycza] przez
C. Napis i nazywa sie jednostka urojong. Podkreslmy, ze sa to tylko nazwy, i nie jest
w zaden sposéb bardziej urojone niz /2.

Zazwyczaj liczby zespolone oznaczamy przez z oraz piszemy z = a+ bi. Méwimy, ze a
to czesé rzeczywista liczby z a b to jej cze$é urojona i piszemy a = Re(z), b = Im(z).

Jak tatwo wyliczy¢, w liczbach zespolonych dodawanie wyglada nastepujaco:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

oraz mnozenie:

(a + bi)(c+ di) = ac — bd + (be + ad)i

W tym miejscu warto zrobié¢ kilka przykladow z zadania 1).

Pierwsza nieoczywista wlasnoscig liczb zespolonych jest to, ze kazda niezerowa liczba
zespolona ma liczbe odwrotna. Majac liczbe a + bi chcialoby sie napisaé, ze liczba
do niej odwrotna to ﬁ Ale zastanéwmy sie... to jest tylko napis, ktéry chcemy
zinterpretowaé jako pewna liczbe zespolona.

Z. Postepujgc analogicznie jak w przypadku usuvwania niewymiernosct z mianownika,
zamien napis ﬁ na ‘prawdziwg’ liczbe zespolong.

1.3. Uzupelnienie: wiecej o Q[v/2] oraz Q[j]. Dwie liczby wymierne a, b definiuja
oczywiscie liczbe a + by/2 z naszego zbioru Q[\/?] Jezeli wezme jakies dwie nowe
liczby wymierne a’, b, to czy liczba o’ + b'v/2 bedzie rézna od a + bv/2? Wyrazimy to
w troche bardziej wyrafinowanym jezyku:

Z. Pokaz, ze funkcja f: Q x Q — Q[v?2| zadana wzorem f(a,b) = a + b\/2 jest
bijekcyq.
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7Z poprzedniego zadania wynika, ze kazda liczba ze zbioru Q[v/2] ma jednoznaczna
reprezentacje jako para liczb wymiernych.

Z. Pokaz, ze przyporzqadkowanie f: Q[v2] — Q[j] zdefiniowane wzorem f(a+by/2) =
a+bj jest dobrze okreslone oraz, ze mnoZenie i dodawanie w Q[v/2] odpowiada mno-
Zeniu i dodawaniu w Q[v2] (méwimy wtedy, ze f jest izomorfizmem).

1.4. Zadania.

Z1. Oblicz:

a) (5430)+(1—2i), b)5(2+14), ¢)1+4i+i2—2(20), d)(4+i)5+60),
e) (3+i)(3—i), f)(5—(64+4i))—(3+2i)(3=2i), g¢) (2—i)3, h) (3+4i)(1—2i)(1+2i).

Z2. Policz z~' dla liczb: z =i,1 44,4 — 5i,i — 16.
Z3. Obliczi™ dlan € N.

Z4. Oblicz:

3—i 142i (V3+i)(2+4)
a) T, b) pet, o) Tmm -

Z5. Oblicz (a + bi)(a — bi).

Z6. Znajdz z, gdy
a)iz+5—2i=32—4i, b)5z+3+2i=iz+14, ¢)5+z+iz+3i=5+3z+1.

Z7. Udowodnij prawo rozdzielnosci: (z1 + z2)2z3 = 2123 + 2223.

Z8. Rozwaz inng (prostszq?) definicje mnozenia liczb zespolonych: (a+ bi)(c+ di) =
ac + bdi. Jakie sqg wady tej definicji mnozenia?

2. GEOMETRYCZNE SPOJRZENIE NA LICZBY ZESPOLONE

2.1. Rozgrzewka. Znamy juz podstawowe operacje na liczbach zespolonych i wiemy,
ze mozna je przez siebie dzieli¢. Co z wycigganiem pierwiastkow?

Z. Zastanow sie, co to znaczy pierwiastek kwadratowy z liczby zespolonej. Oblicz pier-
wiastki kwadratowe z liczb: a) z=—1,b) z=1, ¢) z=1+1.

Z podpunktem c) moze by¢ problem, jezeli nie umiesz rozwiazywaé réwnan kwadrato-
wych. Przy odrobinie wprawy mozna pokazac¢ algebraicznie, ze kazda niezerowa liczba
zespolona ma dokladnie dwa pierwiastki kwadratowe. Celem tego i nastepnego roz-
dziatu jest to aby stalo sie dla nas oczywiste, ze kazda niezerowa liczba zespolona ma
pierwiastki dowolnego stopnia.

Liczba zespolona a+ bi jest zdefiniowana za pomoca pary liczb rzeczywistych a oraz b.
Para liczb, to punkt na plaszczyznie, takze mozemy interpretowaé a + bi jako punkt o
wspoélrzednych a i b, albo jako wektor zaczepiony w poczatku uktadu wspélrzednych
i o koficu w punkcie (a, b).



4 LICZBY ZESPOLONE

Rozwazmy liczby
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Zaznacz powyzsze liczby na plaszczyznie. Jakie dlugoéci maja wektory ktére im od-
powiadaja? Jaki kat tworza te wektory z osia pozioma?

Z. WezZ dwie liczby z powyzszej listy i pomndZz je, np. znajdi z3z4. Zrob kilka takich
obliczen. Czy widzisz jakq$ zaleZnosé?

2.2. Wspbélrzedne biegunowe, czyli postaé¢ trygonometryczna liczby zespo-

lonej. Rozwazmy liczbe z = a + bi. Jezeli interpretujemy ja jako wektor, to widzimy,
ze jej dlugos¢ to

2] = Va2 + b2

Jezeli kat, jaki tworzy z osia pozioma wynosi «, to z definicji funkcji trygonometrycz-
nych:

cos(a) =

IS B S

sin(a) =

mozemy wiec zapisaé, ze

z = r(cos(a) + sin(a)i).
Jest to tak zwana postaé trygonometryczna liczby zespolonej z. Zauwazmy, ze tak
naprawde zamieniliSmy wspélrzedne kartezjanskie punktu (a,b) na wspétrzedne bie-
gunowe (rcos(a), rsin(a)).
Z. Zapisz w postaci trygonometrycznej liczby:

a)l7, b)—1, ¢)—6+6i,

d)V2+V6i, e)V3—i, f)1—sin(a)+icos(a) (0<a<m/2).

Przejdzmy teraz do najwazniejszej rzeczy - geometrycznej interpretacji mnoze-

nia liczb zespolonych. Najpierw przypomnijmy sobie wzory:

cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(f)
sin(a + 3) = sin(a)cos(B) + cos(a)sin(()

Pomnézmy dwie liczby zespolone z = r,(cos(a)+sin(a)i) iw = ry(cos(8) + sin(B)i).
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2w = r,(cos(a) + sin(a)i) x ry(cos(B) + sin(B)i)
= 1.7y (cos(a) + sin(a)i)(cos(B) + sin(0)i)
= 1,1y ((cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B)) + (sin(a)cos(B) + cos(a)sin(B))i)
= r,ry(cos(a+ B) + sin(a + B)i)
Rachunki sa troche dlugie, ale pokazuja co$ dosé¢ niezwyktego: po wymnozeniu dwoch

liczb zespolonych ich normy si¢ mnoza a katy dodaja.
2.3. Zadania.

Z 1. Narysuj figure zlozong z punktow, ktore spelniaje warunek (-ki). Wybiez kilka
(np. 4) przyklady, ktére wydaje Ci sie najbardziej interesujgce.

a)Re(z) =5/2, b)z|=1, ¢)]z—2]=3, d)|z—i+4]=09,
e)Im(z) € [-1,4) f) Re(z) <7, g)lz—1]=|z+2],
h)lz —il > |z4+1=3i, i)|lz—2i—|z+2i]| =4.

Z2. Oblicz (1 + )00,
Z3. Oblicz:
a)(V3—3i)%,  b)(2—2i)"7,

40 22
> . d)(cos(33°) + i sin(33%))'°, e)%.

C)<1+z’\/§

1—14
Z 4. Oblicz wszystkie pierwiastki:
a2, bWVi, oVi+i, dV=1, e)V2—iv12, f)IVIi+i, g)v/—16.

Z5. Wyznacz wszystkie pierwiastki stopnia n z jedynki. Pokaz, Ze jezelin > 1, to ich
suma wynosi 0.

Z 6. Niech w € C i w # 0. Pokaz, Ze réwnanie z" = w dla w # 0 ma zawsze n
réznych rozwigzan w liczbach zespolonych.

Z 7. Rozwaz funkcje z — 1/Zz. Zinterpretuj jo geometrycznie. PokaZ, Ze obrazem
prostej jest okrqg.

Z8. Udowodnij wzory:

|21 - 22| = |21] - |22], 2129 =21 22

Z9. Powolujgc si¢ wylgcznie na poprzednie zadanie, zapisz (a® + b%)(c® + d?) jako
sume dwoch kwadratow.
1\3
<1+ ) i
z

Z11. Znajds wszystkie liczby zespolone z, dla ktérych zZ = 22.

7Z10. Rozwigza¢ rownanie
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Z12. Wyraz sin(30) jako funkcje sin@. Podobnie z cos(36),sin(40).

Z13. o Zapisz w postact a +bi (a,b € R) iloczyn (2+14)(5+1)(8 +1),
e o kqgtach «a, 3,y wiadomo, ze 0 < «, 3,7 < § oraz Ze tga = % , tgB = % ,
tgy = 1. Oblicz o+ B+ 7.
3. ROWNANIA KWADRATOWE

W liczbach zespolonych mozna wygodnie rozwiazywaé¢ rownania kwadratowe. Wtedy
kazde niezdegenerowane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki (uwaga: niekiedy
pierwiastek jest podwdjny).

Z1. Rozwigz rownania kwadratowe w zmiennych zespolonych:

a) 224+1=0, b)2>2—-52+6, ¢)22+22+2=0, d)22—2z+1.

Jakq widzisz zalezZnosé?

Z2. Rozwigz rownania kwadratowe w zmiennych zespolonych:

a) 22 —2iz—1=0, b)22—(1+2i)z+i—-1=0, ¢)2%2+2iz+i=0,
d) 22+ 2z(i—5)+5+1i=0.



