10.

Teoretyczne podstawy informatyki, lista 6.

. Odwolujac sie wprost do dcefinicji, uzasadni¢, ze nastepujace funkcje f : N — N sa

rekurencyjne:

(a) () = (3],

(b) f(n) = liczba liczb pierwszych mniejszych od n.

(¢) f(n) = liczba liczb mniejszych od n, wzglednie pierwszych z n.

. (a) Zalozmy, ze A, B C ¥* sg rekurencyjne. Udowodni¢, ze AU B, A¢ = ¥*\ A1

AN B tez sa rekurencyjne.
(b) Zalozmy, ze A, B C ¥* sa rekurencyjnie przeliczalne. Udowodni¢, ze AUB i ANB
tez sa rekurencyjnie przeliczalne (uwaga: A€ niekoniecznie !).

. (a) Zalozmy, ze A C N jest zbiorem rekurencyjnym nieskonczonym. Opisaé algorytm,

ktory oblicza funkcje rekurencyjng catkowita f : N — N taka, ze f jest rosngca i
fIN = A.

(b) Zatézmy, ze f : N — N jest funkcja rekurencyjna catkowita rosnaca oraz A = f[N].
Udowodnié, ze A jest zbiorem rekurencyjnym.

. Zatozmy, ze f : ¥ — ¥* jest bijekcja i jest rekurencyjna oraz A C ¥*.

(a) Udowodni¢, ze f~! tez jest rekurencyjna.
(b) Udowodni¢, ze A jest rekurencyjny <= f[A] jest rekurencyjny.

. Zalozmy, ze ¥ # (). Udowodnié, ze zbior X* jest przeliczalny (wsk: ustawié¢ wszystkie

stowa w ciag).

. Zaltézmy, ze f : ¥* — ¥* jest rekurencyjna.

(a) Udowodni¢, ze Dom(f) jest rekurencyjnie przeliczalny.
(b) Udowodni¢, ze wykres f, tzn. zbior {(z,y) € ¥* x ¥* : f(x) = y} jest rekuren-
cyjnie przeliczalny, za$ gdy f jest ponadto catkowita — rekurencyjny.

. (a) Zalozmy, ze A C ¥* x X* jest rekurencyjnie przeliczalny. Udowodnié¢, ze rzut

zbioru A na pierwszg 0§ jest rekurencyjnie przeliczalny.

(b) Zalozmy, ze B C ¥* jest rekurencyjnie przeliczalny. Udowodnié, ze istnieje reku-
rencyjny zbior A C ¥* x N taki, ze B jest rzutem A na pierwsza o$. Udowodnié, ze
istnieje taki zbior A C £* x ¥* (wsk: ostuzy¢ sie odpowiednia rekurencyjng bijekcja).

. Zalozmy, ze M jest jednotasmowsg (dla uproszczenia) maszyng Turinga oraz f : N — N

jest funkcja (catkowita) taka, ze dla kazdego stowa wejsciowego w, w swoim dziataniu
M uzywa nie wiecej niz f(|w|) komérek tasmy. Udowodni¢, ze jezyk L(M) jest
rekurencyjny. (wsk: np. skonstruowaé¢ maszyne N réwnowazng M, ktora sie zawsze
zatrzymuje)

. Udowodnié, ze nastepujace funkcje sg rekurencyjne.

(a) f(n) = liczba nieizomorficznych grup rzedu n.

(b) f(n) = liczba podprzestrzeni n-wymiarowe]j przestrzeni liniowej nad ciatem 3-
elementowym.

(¢) f(n) = n-ta liczba pierwsza.

(d) f(n) = n-ta cyfra rozwiniecia dziesietnego liczby .

(e) f(n) = n-ta cyfra rozwiniecia dziestetnego liczby v/2. (wsk: w kazdym przypadku
wystarczy zaprojektowaé¢ maszyne Turinga obliczajaca dang funkcje. Warto jednak
uswiadomic¢ sobie, ze kazda z tych funkcji mozna zdefiniowaé¢ wychodzac od bazowych
funkcji rekurencyjnych i stosujac operacje ztozenia, rekursji prostej i minimum.)

* Zalozmy, ze A C N jest rekurencyjnie przeliczalny i nieskoriczony. Udowodnié, ze
istnieje zbior B C A taki, ze B jest rekurencyjnie przeliczalny, zas A \ B nie jest
rekurencyjnie przeliczalny.



