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10.

Teoretyczne podstawy informatyki, lista 7.

(a) Zalozmy, ze A, B C N. Wskaza¢ zbior C C N taki, ze A <p Ci B <p C.
(b) Zalozmy, ze {A,, : n € N} jest rodzing zbioréw liczb naturalnych. Wskazaé¢
zbior C' C N taki, ze dla kazdego n, A, <r C.

* Klase funkcji pierwotnie rekurencyjnych definiujemy jako najmniejsza klase
funkcji calkowitych f : N — N, k¥ = 1,2,..., zawierajacg bazowe funkcje
rekurencyjne i zamknietg na sktadanie i rekursje prosta. Udowodnié, ze istnieje
catkowita funkcja rekurencyjna, ktora nie jest funkcja pierwotnie rkurencyjng
(wsk: zastosowa¢ metode przekatniowa).

Niech K oznacza zbiér kodéow maszyn Turinga. Rozstrzygnaé¢, ktore z poda-
nych zbioréw sg rekurencyjnie przeliczalne.

(a) Ly = {c € K : L(M(c)) ma przynajmniej dwa stowa}.

(b) Ly = {c € K : L(M(c)) ma co najwyzej dwa stowa}.

(c) Zbidr tych rownan diofantycznych, ktére maja rozwiazanie w liczbach cal-
kowitych.

(d) Zbior tych réwnan diofantycznych, ktoére nie maja rozwiazania w liczbach
catkowitych.

(wsk. do (c), (d): Matjasevic udowodnil, ze zbiory z punktéw (c), (d) nie
sg rekurencyjne, tzn. nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy dane rownanie
diofantyczne ma rozwigzanie. Wykorzysta¢ ten fakt w dowodzie.)

Zalozmy, ze maszyna Turinga M zawsze sie zatrzymuje. Niech f(n) = maksy-
mana liczba krokéw dziatania maszyny M na wejsciu dtugosci n. Udowodnié,
ze funkcja f jest rekurencyjna.

Udowodnié, ze dla kazdej funkcji wielomianowej w : N — N istnieje funkcja
wielomianowa rosnaca v : N — N wieksza od w.

Zatozmy, ze L i L' sg jezykami nad alfabetem X oraz LAL’ jest skoriczony.
Udowodnié, ze

(a) L jest rekurencyjny <= L' jest rekurencyjny.

(b) To samo, co w (a), tylko dla zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

Udowodnié, ze kazde wyrazenie boolowskie jest rownowazne wyrazeniu w ko-
niunkcyjnej postaci normalne;.

. Zalozmy, ze A € P oraz B = L(M*) dla pewnej maszyny z wyroczniag M#

dzialajacej w czasie wielomianowym. Udowodnié, ze B € P.

Zalozmy, ze L jest N P-zupelny, L' € NP oraz L <, L'. Udowodnié, ze L' tez
jest N P-zupelny.

Zatozmy, ze G = (V, E) jest skonczonym grafem nieskierowanym. Napisaé¢
wyrazenie boolowskie wg, ktore jest speinialne wtedy i tylko wtedy, gdy w
grafie G jest Sciezka Hamiltona.



Wymagania na egzaminie

Na ocene dostateczng: Znajomo$¢ podstawowych pojeé¢, twierdzen. Umiejetnosc
konstruowania automatow i maszyn Turinga rozwigzujacych rézne problemy. Umie-
jetno$¢ konstruowania gramatyk bezkontekstowych i wyrazen regularnych.

Na oceny wyzsze: dodatkowo znajomos$¢ dowoddéw i umiejetnosé samodzielnego
przeprowadzania mniej (ocena dobra) lub bardziej (ocena bardzo dobra) skompliko-
wanych rozumowan.

Material obowigzujacy na egzaminie:

Automaty skoniczone: deterministyczne i niedeterministyczne (ich réwnowaznosc).
Réwnowaznosé automatéow skonczonych z wyrazeniami regularnymi. Twierdzenie
Myhilla-Nerode’a (bez dowodu). Wlasnosci jezykoéw regularnych. Lemat o pompo-
waniu (z dowodem !).

Gramatyki bezkontekstowe i automaty ze stosem. Wyprowadzenia, drzewa wy-
prowadzen (drzewa rozkladu). Dwa rodzaje akceptowania (przy pustym stosie i prze
stanie koncowym). Réwnowaznos$é obu uje¢ i gramatyk bezkontekstowych (bez do-
wodu). Lemat o pompowaniu (z dowodem), lemat Ogdena (bez dowodu).

Maszyny Turinga: rézne rodzaje, ich rownowaznos$¢é. Funkcje obliczalne przez
maszyny Turinga. Funkcje rekurencyjne: definicja, réwnowazno$¢ z funkcjami obli-
czalnymi przez maszyny Turinga. Teza Churcha. Zbiory rekurencyjne i rekurencyjnie
przeliczalne: definicja, charakteryzacja przez maszyny Turinga. Rozumowania prze-
katniowe, uniwersalna maszyna Turinga. Przyklady jezykéw nie rekurencyjnie prze-
liczalnych oraz rekurencyjnie przeliczalnych, lecz nierekurencyjnych. Twierdzenie
Rice’a. Wlasnodci zbioré6w rekurencyjnych i rekurencyjnie przeliczalnych. Maszyny
z wyrocznia. Relatywna rekurencyjnosé, <r.

Elementy teorii ztozono$ci obliczeniowej: zlozonosé czasowa i pamieciowa, de-
terministyczna i niedeterministyczna. Twierdzenie o hierarchiach. Klasy P i NP.
Przyklady problemoéw z klasy NP, swiadomos¢, ze NPTIME C EXPTIME (tzn.
jezyki rozpoznawane przez DTM w czasie eksponencjalnym). Problem P # NP.
Problemy NP-trudne i NP-zupelne. Problem SAT: idea dowodu, ze jest NP-zupelny.
Przyktady innych probleméw NP-zupelnych.

Umiejetno$¢ rozwigzywania zadan z list.



