
Algebra 1A, lista 10.

KOnwersatorium 9.01.2017, ¢wizenia 10.01.2017.

0S. Zasadnize twierdzenie arytmetyki. Relaja stowarzyszenia. Element nie-

rozkªadalny w pier±ieniu. Twierdzenie o jednoznaznym rozkªadzie w pier±ieniu

euklidesowym. Zasadnize twierdzenie algebry lizb zespolonyh. Twierdzenie o

pierwiastkah zespolonyh wielomianu rzezywistego.

1S. Wyznazy¢ grup� elementów odwraalnyh w nast�puj¡yh pier±ieniah:

(a) Z,

(b) Z[i],
() Z[X ],
(d) Z3[X ],
(e) Q[X ].
2S. Czy nast�puj¡e elementy a, b s¡ stowarzyszone w pier±ieniu R ?

(a) a = 2, b = 4, R = Z,

(b) a = 5 + i, b = 1− 5i, R = Z[i],
() a = 2X2 + 2, b = X2 + 1, R = Z[X ],
(d) a = 2X2 + 2, b = X2 + 1, R = Z3[X ].
3K. Wskaza¢ nierozkªadalny wielomian:

(a) stopnia 2 nad Z5,

(b) stopnia 3 nad Z7,

() stopnia 4 nad Z2.

4. (a) Zaªó»my, »e W (X), V (X) ∈ R[X ] s¡ wzgl�dnie pierwsze, niezerowe. Udo-

wodni¢, »e istniej¡ wielomiany S(X), T (X) ∈ R[X ] takie, »e w iele R(X) mamy:

1

W (X) · V (X)
=

S(X)

W (X)
+

T (X)

V (X)
.

(b)* Udowodni¢, »e ka»d¡ funkj� wymiern¡ f(X) ∈ R(X) mo»na przedstawi¢

jako sum� uªamków postai

V (X)
W (X)

, gdzie V,W ∈ R[X ] oraz W (X) jest pot�g¡ nieroz-

kªadalnego wielomianu stopnia ≤ 2. (uwaga: dzi�ki temu umiemy aªkowa¢ funkje

wymierne).

5.K (a) Zaznazy¢ na pªaszzy¹nie Gaussa wszystkie lizby z ∈ Z[i] takie, »e
δ(z) ≤ 10. Ile ih jest ?

(b) Które z lizb 1, 2, 3, 4, 5, 1 + i, 2 + i, 3 + i, 4 + i, 5 + i s¡ nierozkªadalne w

pier±ieniu Z[i] ? (wskazówka: skorzysta¢ z tego, »e jesli x = ab, to δ(x) = δ(a)δ(b)).
6. Rozwa»amy pier±ie« Z[

√
2] = {a + b

√
2 : a, b ∈ Z}, podpier±ie« iaªa lizb

rzezywistyh.

(a) Udowodni¢, »e dla x ∈ Z[
√
2] przedstawienie x w postai a + b

√
2, a, b ∈ Z, jest

jednoznazne.

(b) Funkja d : Z[
√
2] → N dana jest wzorem d(a+ b

√
2) = |a− 2b2|. Udowodni¢, »e

dla x, y ∈ Z[
√
2], d(xy) = d(x)d(y).

() Wyznazy¢ grup� elementów odwraalnyh pier±ienia Z[
√
2].

(d) Znale¹¢ rozkªad lizby 2 na ilozyn zynników nierozkªadalnyh w pier±ieniu

Z[
√
2].



W dalszyh zadaniah z tej listy R jest pier±ieniem euklidesowym.

7. Zaªó»my, »e p ∈ R\R∗
jest nierozkªadalny oraz u ∈ R∗

. Udowodni¢, »e q = up

te» jest nierozkªadalny.

8. (a) Zaªó»my, »e x, y ∈ R oraz a, b ∈ R sa oba najmniejszymi wspólnymi

wielokrotno±iami x, y. Udowodni¢, »e a ∼ b (tzn. a, b s¡ stowarzyszone) oraz ka»dy

element stowarzyszony z a jest równie» NWW (x, y)
(b) To samo, o w (a), lez z NWD zamiast NWW .

9. Zaªó»my, »e p, q ∈ Z s¡ ró»nymi lizbami pierwszymi, x = p2q5, y = p3q4.

(a) Udowodni¢, »e lizba z = p2q4 jest NWD(x, y)
(b) Udowodni¢, »e lizba t = p3q5 jest NWW (x, y).
() Zauwa»y¢, »e xy = NWD(x, y)NWW (x, y). Uogólni¢ ten wynik na przypa-

dek dowolnyh lizb aªkowityh dodatnih.

10*. Uogólni¢ zadanie 8 dla dowolnego euklidesowego R. Zast¡pi¢ �ró»ne lizby

pierwsze� przez �niestowarzyszone elementy nierozkªadalne�.

11. Zaªó»my, »e a, b, c ∈ Q i a+b
√
c jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu

W (X) ∈ Q[X ]. Udowodni¢, »e a− b
√
c te» jest pierwiastkiem tego wielomianu oraz

wielomian X2 − 2aX + (a2 − b2c) dzieli wielomian W (X) w pier±ieniu Q[X ]. (wsk:
wzorowa¢ si� na dowodzie twierdzenia z wykªadu).


