
Algebra 1A, lista 13.

Konwersatorium 30.01.2017, ¢wizenia 31.01.2017 (bez kartkówki)

0S. Materiaª teoretyzny: Charakterystyka iaªa: de�nija, wªasno±i, przykªady.

Podiaªo, wªasno±i. Równania algebraizne w iele F , znajdowanie rozwi¡za« w

rozszerzeniu F ′
iaªa F . Ciaªo algebraiznie domkni�te: de�nija, istnienie (infor-

mayjnie), niesko«zono±¢.

Ciaªa proste. Podiaªo proste iaªa F . Lizba elementów iaªa sko«zonego.

Charakteryzaja ideaªów I⊳R takih, »e R/I jest iaªem. Ideaª maksymalny. Funkja

Frobeniusa w iele harakterystyki p. Ka»dy homomor�zm iaª jest monomor�zmem.

1K. Które z podanyh pier±ieni s¡ iaªami ?

(a) Z2 × Z2,

(b) Z4,

() Z17,

(d) R× R× R,

(e) Q[X ]/(X3 − 3),
(f) Z[X ]/(X2 + 1)
(g) Z5[X ]/(X2 + 1),
(h) R[X ]/(X2 + 7),

(i) Q( 4
√
11) = {a + b11
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4 : a, b, c, d ∈ Q}
(j) M

n×n
(R), n > 1.

2S. Sporz¡dzi¢ tabelki dziaªa« iaªa:

(a) 4-elementowego,

(b) 9-elementowego.

3K. Zaªó»my, »e F jest iaªem, n > 0 i char(F ) nie dzieli n. Udowodni¢, »e:
(a) w iele F : n · 1 6= 0,
(b) dla ka»dego ∈ F istnieje jedyne y ∈ F takie, »e n · y = x.
4K. Rozwi¡za¢ równanie kwadratowe x2 + x+ 1 = 0

(a) w iele Z7,

(b) w iele Z5,

() w iele lizb rzezywistyh,

(d) w iele lizb zespolonyh.

5K. Traktujemy iaªo Q(
√
2) jako przestrze« liniow¡ nad iaªem Q.

(a) Udowodni¢, »e ukªad lizb 1,
√
2 jest baz¡ tej przestrzeni liniowej.

(b) Funkja f : Q(
√
2) → Q(

√
2) dana jest wzorem f(x) = (1+

√
2)x. Sprawdzi¢,

»e f jest przeksztaªeniem liniowym przestrzeni liniowej Q(
√
2) nad iaªem Q, a

nast�pnie oblizy¢ maierz f w bazie 1,
√
2.

6. Traktujemy iaªo R jako przestrze« liniow¡ nad Q.

(a) Udowodni¢, »e wymiar tej przestrzeni liniowej jest niesko«zony.

(b)* Udowodni¢, »e ten wymiar jest nieprzelizalny.

()* Udowodni¢, »e ten wymiar jest równy 2ℵ0
.

7. Zaªó»my, »e F jest iaªem za± I ⊳ F ideaªem w pier±ieniu F . Udowodni¢, »e

I = {0} lub I = F .



8. Zaªó»my, »e f : F1 → F2 jest homomor�zmem iaª. Udowodni¢, »e f jest

monomor�zmem.

9. Zaªó»my, »e pier±ie« R jest przemienny, z jedno±i¡, niezerowy oraz I ⊳R jest

wªa±iwy. Mówimy, »e I jest pierwszy, gdy dla wszystkih a, b ∈ R, a · b ∈ I poi¡ga,

»e a ∈ I lub b ∈ I. Udowodni, »e
(a) I jest pierwszy ⇐⇒ R/I jest dziedzin¡,

(b) je±li I jest maksymalny, to I jest pierwszy.

10. Zaªó»my, »e f : R → S jest homomor�zmem pier±ieni przemiennyh. Udo-

wodni¢, »e:

(a) Je±li I ⊳ S, to f−1[I] ⊳ R.

(b) Je±li I ⊳ R i f jest �na�, to f [I] ⊳ S.


