
Algebra 1A, lista 1.

Konwersatorium 10.10.2016 (2 godziny), �wizenia 11.10.2016.

Oznazenia zada« i ih z�±i: S: do samodzielnego wykonania, K: do omówie-

nia na konwersatorium, *: zadania trudniejsze (nieobowi¡zkowe). Na 1. kartkówe

obowi¡zuj¡ zadania z bie»¡ej listy oznazone liter¡ S oraz zadania z bie»¡ej listy

oznazone liter¡ K, omówione wze±niej na konwersatorium. Ponadto obowi¡zuje

materiaª teoretyzny z zadania 0S. N akolejnyh kartkówkah dodatkowo obowi¡zuj¡

zadania z poprzedniej listy, nieoznazone liter¡ K,S i gwiazdk¡.

0S. Materiaª teoretyzny (de�nije, twierdzenia, przykªady): dziaªanie w zbio-

rze, ª¡zno±¢, przemienno±¢, element neutralny. Struktura algebraizna, izomor�zm

struktur algebraiznyh, indukowanie struktury.

1S. W ka»dym z podpunktów rozstrzygn¡¢, zy dane dziaªanie w zbiorze A jest

ª¡zne, przemienne i zy ma element neutralny.

(a) m ∗ n = mn, A = N+ (zbiór dodatnih lizb naturalnyh).

(b) a ∗ b = a+b

2
, A = Q.

() P ∗Q = ±rodek odinka o ko«ah P,Q, A = zbiór punktów pªaszzyzny.

(d) x ∗ y = x+ y + 2, A = R.

(e) x ∗ y = min(x, y), A = N.

(f) x ∗ y = max(x, y), A = N.

(g) x ∗ y = x, A = R.

(h) x ∗ y = (x△y)c, A = P(N). Tu △ oznaza dziaªanie ró»niy symetryznej.

2K. (a)S Napisa¢ tabelki dziaªania i mno»enia modulo 6: +6, ·6 w zbiorze A =
{0, 1, 2, 3, 4, 5}.

(b)K W ka»dym z poni»szyh podpunktów wyznazy¢ najmniejszy podzbiór B

zbioru A taki, »e:

(i) 2 ∈ B oraz B jest zamkni�ty na dziaªanie +6,

(ii) 2 ∈ B oraz B jest zamkni�ty na dziaªanie ·6,
(iii) 1 ∈ B oraz B jest zamkni�ty na dziaªanie +6,

(iv) 2 ∈ B, 3 ∈ B i B jest zamkni�ty na dziaªanie +6.

(b)K Dana jest bijekja f : A → A o nast�puj¡yh warto±iah: f(0) = 3,
f(1) = 5, f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 2, f(5) = 4. Nieh ∗ b�dzie dziaªaniem

indukowanym w zbiorze A przez dziaªanie +6 poprzez funkj� f , za± ◦ dziaªaniem

indukowanym w zbiorze A przez dziaªanie ·6 poprzez funkj� f . Sporz¡dzi¢ tabelki

tyh dziaªa«.

3K. (a) Wyznazy¢ najmniejszy zbior A ⊆ Z, który jest zamkni�ty wzgl�dem

dodawania i odejmowania oraz:

(a) 3 ∈ A.

(b) 1 ∈ A.

() 3 ∈ A i 5 ∈ A.

4K. Przypomnie¢ sobie, o to jest posta¢ algebraizna i trygonometryzna lizby

zespolonej oraz de�nije dodawania i mno»enia lizb zespolonyh. Dla r > 0 nieh

Kr = {z ∈ C : |z| ≤ r}.
(a) Narysowa¢ na pªaszzy¹nie Gaussa zbiór Kr.
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(b) Dla któryh r > 0 mno»enie lizb zespolonyh jest dziaªaniem w zbiorze Kr ?

5K. Zaªó»my, »e f : A → B i g : B → C s¡ izomor�zmami struktur (A, ◦), (B, ∗)
i (C,⊕) odpowiednio.

(a) Udowodni¢, »e funkja odwrotna f−1 : B → A jest izomor�zmem struktur

(B, ∗) i (A, ◦).
(b) Udowodni¢, »e zªo»enie h = g ◦ f jest izomor�zmem struktur (A, ◦) i (C,⊕).
6. Udowodni¢ (wzoruj¡ si� na dowodzie z wykªadu), »e dziaªanie ·4 (mno»enie

modulo 4) w zbiorze Z jest ª¡zne.

7. Zaªó»my, »e f : A → B jest izomor�zmem struktur (A, ◦) i (B, ∗).
(a) Udowodni¢ (wzoruj¡ si� na dowodzie z wykªadu), »e je±li ◦ jest przemienne,

to ∗ jest przemienne.

(b) Udowodni¢, »e je±li ◦ ma element neutralny w A, to ∗ ma element neutralny

w B.

8. Wskaza¢ izomor�zm struktur N2 = {2n : n ∈ N} i N3 = {3n : n ∈ N}, z
dziaªaniem zwykªego mno»enia lizb.

9. W ka»dym z poni»szyh przypadków okre±li¢ dziaªanie ◦ w zbiorze R tak, by

funkja f : R → R byªa izomor�zmem struktur (R,+) i (R, ◦).
(a) f(x) = x+ 2, (b) f(x) = 3− x, () f(x) = x3 + 1.
10. Zaªó»my, »e ◦ jest dziaªaniem ª¡znym w sko«zonym zbiorze A. Udowodni¢,

»e istnieje a ∈ A takie, »e a ◦ a = a (wsk: dla danego elementu a ∈ A rozwa»y¢

elementy a2
k

, k = 0, 1, 2, . . ., gdzie al oznaza a ◦ . . . ◦ a
︸ ︷︷ ︸

lrazy

).

11*. W zbiorze A okre±lone jest dziaªanie ∗ takie, »e dla dowolnyh a, b ∈ A

mamy:

(a ∗ b) ∗ b = a raz b ∗ (b ∗ a) = a.

Udowodni¢, »e:

(a) (b ∗ a) ∗ b = a, b ∗ (a ∗ b) = a.

(b) ∗ jest przemienne.
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