Algebra 1A, lista 1.

Konwersatorium 10.10.2016 (2 godziny), Cwiczenia 11.10.2016.

Oznaczenia zadan i ich czesci: S: do samodzielnego wykonania, K: do omdwie-
nia na konwersatorium, *: zadania trudniejsze (nieobowiazkowe). Na 1. kartkowce
obowiazuja zadania z biezacej listy oznaczone litera S oraz zadania z biezacej listy
oznaczone literag K, oméwione wcze$niej na konwersatorium. Ponadto obowiazuje
material teoretyczny z zadania 0S. N akolejnych kartkowkach dodatkowo obowiagzuja
zadania z poprzedniej listy, nieoznaczone literg K,S i gwiazdka.

0S. Material teoretyczny (definicje, twierdzenia, przykltady): dzialanie w zbio-
rze, taczno$é, przemiennosé, element neutralny. Struktura algebraiczna, izomorfizm
struktur algebraicznych, indukowanie struktury.

1S. W kazdym z podpunktow rozstrzygnaé, czy dane dzialanie w zbiorze A jest
laczne, przemienne i czy ma element neutralny.

(a) m*xn=m", A =N, (zbior dodatnich liczb naturalnych).

(b) axb=2=L A=Q.

(c) P @ = $rodek odcinka o konicach P, @, A = zbior punktéow plaszczyzny.
(d)zxy=2+y+2, A=R.

() x *y = min(x,y), A=N.

(f) z xy = max(x,y), A=N.

(g) xxy=xz, A=R.

(h) zxy = (zAy)¢, A=P(N). Tu A oznacza dzialanie roznicy symetrycznej.
K. (a)S Napisa¢ tabelki dzialania i mnozenia modulo 6: +g,-¢ W zbiorze A =
,2,3,4,5}.

(b)K W kazdym z ponizszych podpunktéw wyznaczy¢ najmniejszy podzbior B
zbioru A taki, ze:

(i) 2 € B oraz B jest zamkniety na dzialanie +g,

ii) 2 € B oraz B jest zamkniety na dzialanie -,

iii) 1 € B oraz B jest zamkniety na dzialanie +g,

iv) 2 € B, 3 € B i B jest zamkniety na dzialanie +g.

b)K Dana jest bijekcja f : A — A o nastepujacych wartosciach: f(0) = 3,
f(1) =5, f(2) =0, f(3) =1, f(4) = 2, f(5) = 4. Niech * bedzie dziatlaniem
indukowanym w zbiorze A przez dziatanie +4 poprzez funkcje f, zas o dzialaniem
indukowanym w zbiorze A przez dzialanie -¢ poprzez funkcje f. Sporzadzi¢ tabelki
tych dziatan.

3K. (a) Wyznaczy¢ najmniejszy zbior A C 7Z, ktory jest zamkniety wzgledem
dodawania i odejmowania oraz:

(a) 3 € A.

(b) 1 € A.

(c)3e Aibe A

4K. Przypomnie¢ sobie, co to jest posta¢ algebraiczna i trygonometryczna liczby
zespolonej oraz definicje dodawania i mnozenia liczb zespolonych. Dla r > 0 niech
K,={z€C: |z <r}.

(a) Narysowa¢ na plaszczyznie Gaussa zbior K.
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(b) Dla ktorych r > 0 mnozenie liczb zespolonych jest dzialaniem w zbiorze K, 7

5K. Zatozmy, ze f: A — Big: B — C sa izomorfizmami struktur (A, o), (B, %)
i (C,®) odpowiednio.

(a) Udowodni¢, ze funkcja odwrotna f~' : B — A jest izomorfizmem struktur
(B,*) 1 (A,o).

(b) Udowodnié, ze zlozenie h = g o f jest izomorfizmem struktur (A, o) i (C,®).

6. Udowodni¢ (wzorujac sie na dowodzie z wyktadu), ze dzialanie -4 (mnozenie
modulo 4) w zbiorze Z jest taczne.

7. Zalozmy, 7e f: A — B jest izomorfizmem struktur (A, o) i (B, ).

(a) Udowodni¢ (wzorujac sie na dowodzie z wyktadu), ze jesli o jest przemienne,
to * jest przemienne.

(b) Udowodnié, ze jesli o ma element neutralny w A, to * ma element neutralny
w B.

8. Wskaza¢ izomorfizm struktur Ny = {2" : n € N} i Ny = {3" : n € N}, z
dzialaniem zwyklego mnozenia liczb.

9. W kazdym z ponizszych przypadkéw okresli¢ dziatanie o w zbiorze R tak, by
funkcja f : R — R byla izomorfizmem struktur (R, +) i (R, o).

() f(z) =2 +2, (b) f(z) =33, (c) fla) = a® +1.

10. Zalézmy, ze o jest dziataniem tgcznym w skoriczonym zbiorze A. Udowodnié,
ze istnieje a € A takie, 7ze a o a = a (wsk: dla danego elementu a € A rozwazyé
elementy a®",k = 0,1,2, ..., gdzie a! oznacza go...0a).
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11*. W zbiorze A okreslone jest dzialanie x takie, ze dla dowolnych a,b € A
mamy:

(axb)xb=araz bx(bxa)=a.

Udowodni¢, ze:
(a) (bxa)xb=a, bx(axb) =a.
(b) * jest przemienne.



