
Algebra 1A, lista 3.

Konwersatorium 24.10.2016, ¢wizenia 25.10.2016.

0S. Materiaª teoretyzny : rz¡d elementu grupy, podgrupa generowana przez pod-

zbiór/element grupy. Grupa yklizna: de�nija, wylizenie wszystkih. Mno»enie

permutaji w postai dwuwierszowej, w postai ilozynu ykli. Permutaja odwrotna.

Rozkªad permutaji na ykle rozª¡zne. Inwersja w permutaji, transpozyja. Per-

mutaje parzyste/nieparzyste. Znak permutaji.

1K. Dana jest grupa G.

(a) Zaªó»my, »e a ∈ G i aa = a. Udowodni¢, »e a = e.

(b) Zaªó»my, »e a, b ∈ G i ab = e. Dowie±¢, »e wtedy ba = e (wi� b = a−1
).

2S. Nieh k ∈ N, k > 1. Sprawdzi¢, »e zbiór kZ = {kn : n ∈ Z} jest podgrup¡

grupy (Z,+) oraz, »e jest to grupa izomor�zna z grup¡ (Z,+).
3. Zaªó»my, »e H jest nietrywialn¡ podgrup¡ grupy (Z,+).
(a) Udowodni¢, »e istnieje lizba dodatnia, która nale»y do H .

(b) Nieh k b�dzie najmniejsz¡ lizb¡ dodatni¡ nale»¡¡ do H . Udowodni¢, »e

kZ ⊆ H . Udowodni¢, »e kZ = H .

Wywnioskowa¢ st¡d, »e ka»da podgrupa grupy (Z,+) jest postai kZ dla pewnego

k ∈ Z.

4. Zaªó»my, »e grupa G jest sko«zona. Udowodni¢, »e G jest yklizna ⇐⇒
istnieje a ∈ G taki, »e ord(a) = |G|.

5. Udowodni¢, »e ka»da podgrupa grupy ykliznej jest yklizna.

6S. W ka»dej z grup z zad. 2.6 (tzn. zadanie 6 z listy 2) wskaza¢ przynajmniej

jedn¡ nietrywialn¡ podgrup� wªa±iw¡ lub uzasadni¢, »e takiej podgrupy nie ma.

7K. Które z grup z zad. 2.6 sa yklizne ?

8S Rozªo»y¢ permutaj� σ =

(

1 2 3 4 5 6 7
5 4 6 7 1 3 2

)

na ilozyn ykli rozª¡z-

nyh. Jaki jest znak tej permutaji ? Zapisa¢ permutaj� σ−1
w postai tabularyznej

i jako ilozyn ykli rozª¡znyh.

9. Wyznazy¢ rz�dy nast�puj¡yh permutaji z S10:

(1)S (1, 2)(4, 5, 6, 7)
(2)S (1, 2, 3)(4, 5, 6, 7)
(3)K α◦β, gdzie α, β ∈ S20, α to ykl dªugo±i k, za± β to ykl dªugo±i l oraz ykle

te s¡ rozª¡zne. Wsk: ord(αβ) to NWW (k, l) (najmniejsza wspólna wielokrotno±¢

rz�dów α i β). To trzeba udowodni¢.

10. Doskonaªe tasowanie zbioru 2n kart do gry to permutaja:

(

1 2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2 4 6 . . . 2n 1 3 . . . 2n− 1

)

Jaka jest najmniejsza lizba doskonaªyh tasowa« 52 kart, po której karty s¡ w

wyj±iowym ukªadzie ? Jaka jest ta lizba dla 50 kart ?

11. Dla wielomianu W (x1, x2, x3, x4) i permutaji σ ∈ S4 de�niujemy wielomian

W σ(x1, x2, x3, x4) wzorem:

W σ(x1, x2, x3, x4) = W (xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4))
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Nieh GW = {σ ∈ S4 : W = W σ}.
Wyznazy¢ GW dla nast�puj¡yh wielomianów:

(a) (x1 + x2)(x3 + x4)
(b) (x1 − x2)(x3 − x4)
() (x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x4)

2 + (x4 − x1)
2
.

GW jest zawsze pewn¡ podgrup¡ S4.

12*. Pi�tnastka to nast�puj¡a ukªadanka: w rame z miejsami na 16 kostek

umieszzone jest 15 kostek z lizbami od 1 do 15, jedno miejse pozostaje wolne. W

pojedynzym ruhu mo»na przesuwa¢ poziomo lub pionowo kostk� na wolne miejse,

z miejsa s¡siedniego. Udowodni¢, »e w ten sposób z ukªadu:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

nie mo»na w »adnej lizbie ruhów przej±¢ do ukªadu:

1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15
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