Algebra 1A, lista 3.

Konwersatorium 24.10.2016, ¢wiczenia 25.10.2016.

0S. Material teoretyczny : rzad elementu grupy, podgrupa generowana przez pod-
zbior /element grupy. Grupa cykliczna: definicja, wyliczenie wszystkich. Mnozenie
permutacji w postaci dwuwierszowej, w postaci iloczynu cykli. Permutacja odwrotna.
Rozklad permutacji na cykle roztaczne. Inwersja w permutacji, transpozycja. Per-
mutacje parzyste/nieparzyste. Znak permutacji.

1K. Dana jest grupa G.

(a) Zalozmy, 7e a € G i aa = a. Udowodnié¢, 7e a = e.

(b) Zatozmy, ze a,b € G i ab = e. Dowie$¢, ze wtedy ba = e (wigc b= a™1).

2S. Niech k € N,k > 1. Sprawdzi¢, ze zbior kZ = {kn : n € Z} jest podgrupa
grupy (Z,+) oraz, ze jest to grupa izomorficzna z grupa (Z, +).

3. Zalozmy, ze H jest nietrywialng podgrupa grupy (Z,+).

(a) Udowodni¢, ze istnieje liczba dodatnia, ktora nalezy do H.

(b) Niech k bedzie najmniejsza liczba dodatnia nalezaca do H. Udowodni¢, ze
k7Z C H. Udowodni¢, ze kZ = H.

Wywnioskowadé stad, ze kazda podgrupa grupy (Z, +) jest postaci kZ dla pewnego
ke Z.

4. Zaltdozmy, ze grupa G jest skonczona. Udowodnié¢, ze G jest cykliczna <=
istnieje a € G taki, ze ord(a) = |G|.

5. Udowodni¢, ze kazda podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

6S. W kazdej z grup z zad. 2.6 (tzn. zadanie 6 z listy 2) wskaza¢ przynajmniej
jedna nietrywialng podgrupe wtasciwa lub uzasadni¢, ze takiej podgrupy nie ma.

7K. Ktore z grup z zad. 2.6 sa cykliczne 7
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nych. Jaki jest znak tej permutacji ? Zapisa¢ permutacje o~! w postaci tabularycznej
i jako iloczyn cykli roztacznych.

9. Wyznaczy¢ rzedy nastepujacych permutacji z Sio:

(1)S (1,2)(4,5,6,7)

(2)S (1,2,3)(4,5,6,7)

(3)K o3, gdzie av, B € S, a to cykl dlugosci k, zas 5 to cykl dtugosci [ oraz cykle
te sa roztaczne. Wsk: ord(af) to NWW (k,l) (najmniejsza wspolna wielokrotnosé
rzedow « i (). To trzeba udowodnié.

10. Doskonate tasowanie zbioru 2n kart do gry to permutacja:

8S Rozlozyé¢ permutacje o = ( ) na iloczyn cykli rozlacz-

1 23 ... n n+1 n+2 ... 2n
2 4 6 ... 2n 1 3 .. 2n—1

Jaka jest najmniejsza liczba doskonatych tasowan 52 kart, po ktorej karty sa w
wyjsciowym uktadzie ? Jaka jest ta liczba dla 50 kart 7

11. Dla wielomianu W (zy, xo, z3, x4) 1 permutacji o € Sy definiujemy wielomian
W (xq,x9, 3, T4) WzOrem:

W (21, 2, T3, 24) = W(Zo(1)s To(2): To(3), To(4))
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Niech Gy ={o € Sy : W =W}

Wyznaczyé Gy, dla nastepujacych wielomianow:

(a) (z1 4 z2) (25 + 74)

(b) (w1 — @2) (w3 — 24)

(C) (.Tl — 1’2)2 + (SL’Q — .T}3)2 + (.T3 — 1’4)2 + (SL’4 — 1’1)2.

Gw jest zawsze pewng podgrupa Sjy.

12*. Pietnastka to nastepujaca ukladanka: w ramce z miejscami na 16 kostek
umieszczone jest 15 kostek z liczbami od 1 do 15, jedno miejsce pozostaje wolne. W

pojedynczym ruchu mozna przesuwaé poziomo lub pionowo kostke na wolne miejsce,
z miejsca sasiedniego. Udowodnié, ze w ten sposob z uktadu:
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nie mozna w zadnej liczbie ruchéw przejs¢ do uktadu:
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