
Algebra 1A, lista 4.

Konwersatorium 7.11.2016, ¢wizenia 8.11.2016.

0S. Materiaª teoretyzny : Warstwy lewo- i prawostronne podgrupy K grupy G.

Wªasno±i warstw. Indeks podgrupyK w grupieG. Twierdzenie Lagrange'a i wnioski

z niego. Maªe twierdzenie Fermata. Twierdzenie Wilsona. Homo-, epi-, mono-,

endo- i automor�zmy struktur: de�nija, przykªady. Wªasno±i homomor�zmów

grup. J¡dro i obraz homomor�zmu grup. Charakteryzaja monomor�zmu grup

przy pomoy j¡dra. Dzielnik normalny (podgrupa normalna). Grupa ilorazowa,

homomor�zm ilorazowy i zasadnize twierdzenie o homomor�zmie grup.

1. S Wyznazy¢ wszystkie mo»liwe rz�dy elementów g ∈ S7.

2. S Zaªó»my, »e g ∈ G, ord(g) = 10. Wyznazy¢ ord(g2), ord(g5), ord(g3).
3. Zaªó»my, »e g ∈ G, ord(g) = n > 1 oraz k > 1. Nieh r = rn(k).
(a) Udowodni¢, »e gk = gr.

(b) Udowodni¢, »e ord(gk) = l, gdzie l jest najmniejsz¡ lizb¡ ≥ 1 tak¡, »e n|kl.
() Udowodni¢, »e ord(gk) = n ⇐⇒ NWD(k, n) = 1 (tzn. gdy k i n sa

wzgl�dnie pierwsze).

4. Zaªó»my, »e G jest grupa sko«zon¡ oraz H jest niepustym podzbiorem G

zamkni�tym wzgl�dem dziaªania z grupy G.

(a) Udowodni¢, »e eG ∈ H .

(b) Udowodni¢, »e dla ka»dego g ∈ H, g−1 ∈ H .

Wywnioskowa¢ st¡d, »e H jest podgrup¡ grupy G.

5. Zaªó»my, »e a, b ∈ G, a 6= e oraz a4b = ba5. Udowodni¢, »e ab 6= ba.

6. (a) Wyznazy¢ wszystkie podgrupy grupy (Z10,+10).
(b) Nast�pnie sprawdzi¢, »e wszystkie grupy ilorazowe grupy (Z10,+10) s¡ y-

klizne.

7. Zaªó»my, »e G jest generowana przez zbiór A = {g, h} ⊆ G taki, »e ord(g) =
5, ord(h) = 4 oraz gh = hg2.

(a) Nieh K = 〈a〉, H = 〈h〉. Udowodni¢, »e K ∩H = {e}.
(b) Udowodni¢, »e ka»dy element grupy G jest postai gihj

dla pewnyh 0 ≤ i < 5
oraz 0 ≤ j < 4 oraz, »e to przedstawienie jest jednoznazne. Ile elementów ma grupa

G ?

() Sporz¡dzi¢ tabelk� dziaªania grupy G.

8S. Oblizy¢ nast�puj¡e reszty z dzielenia:

r13(125
342), r29(321

485), r31(321
485).

9K. Zaªó»my, »e f : G → H jest homomor�zmem grup oraz a ∈ G. Zaªó»my,

»e ord(a) = n jest sko«zony. Udowodni, »e ord(f(a)) te» jest sko«zony i dzieli

ord(a).
10K. Czy istniej¡ homomor�zmy grup f : G → H , gdzie:

(a) G = (Z,+), H = (Q,+), f(1) = 7
(b) G = (Z,+), H = (Q,+), f(1) = −1
() G = (Z,+), H = (Q,+), f(1) = −7
(d) G = (Z,+), H = (Z,+), f(2) = 7 (wsk: zemu musi by¢ wtedy równe f(1)

?)
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(e) G = (Q,+), H = (Z,+), f(1) = 1 (wsk: zemu musi by¢ równe f(1
2
) ?)

(f) G = (R,+), H = (R∗, ·), f(1) = 5
(g) G = (R,+), H = (R∗, ·), f(1) = −1
(h) G = (Q,+), H = (Q,+), f(1) = 2
(i) G = (Q,+), H = (Q∗, ·), f(1) = 2
(j) G = (Q,+), H = (Q∗, ·), f(2) = 1
(k) G = (Z4,+4), H = (Z5,+5), f(1) = 1
(l) G = (Z4,+4), H = (Z,+), f(1) = 1
(m) G = (Z4,+4), H = (Z2,+2), f(1) = 1
11. Zaªó»my, »e H < G oraz [G : H ] = 2. udowodni¢, »e H ⊳ G.
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