
Algebra 1A, lista 5.

Konwersatorium 14.11.2016 i 21.11.2016.

0S. Materiaª teoretyzny : Twierdzenie Cayleya o reprezentaji grupy. Dalsze

przykªady grup: grupy dihedralne D
n
, n ≥ 2, grupa ósemkowa kwaternionów Q8,

grupa zespolonyh pierwiastków z jedno±i i jej podgrupy. Produkt grup: de�ni-

ja, wªasno±i, przykªady. De�nija i twierdzenie o produkie wewn�trznym podgrup

grupy G: przypadek dwóh podgrup, przypadek k podgrup. Sko«zone grupy abe-

lowe jako produkty grup ykliznyh: rozpoznawanie ih izomor�zno±i.

1. (K) Zaªó»my, »e G,H s¡ grupami, a ∈ G, b ∈ H oraz grupa G jest yklizna.

(a) Zaªó»my, »e G jest sko«zona, generowana przez a oraz ord(b) dzieli ord(a).
Udowodni¢, »e istnieje dokªadnie jeden homomor�zm grup f : G → H taki, »e

f(a) = b.
(b) Udowodni¢, »e istnieje dokªadnie jeden homomor�zm f : (Z,+) → H taki, »e

f(1) = b.
() Zaªó»my, »e G jest niesko«zona, generowana przez a. Udowodni¢, »e istnieje

dokªadnie jeden homomor�zm grup f : G → H taki, »e f(a) = b.
2.S Wyznazy¢ wszystkie homomor�zmy f : G → H , gdzie:

(a) G = (Z,+), H = (Z4,+4).
(b) G = (Z3,+3), H = (Z4,+4).
() G = (Z10,+10), H = (Z6,+6).
3. Zaªó»my, »e G i H s¡ grupami, g ∈ G, h ∈ H .

(a)S Zaªó»my, »e ord(g) = 3, ord(h) = 5. Udowodni¢, »e w produkie G × H
ord(〈g, h〉) = 15.

(b)K Ogólniej, gdy ord(g) = n, ord(h) = m, udowodni¢, »e ord(〈g, h〉) = NWW (n,m).
4K. Czy nast�puj¡e grupy s¡ yklizne ?

(a) (Z,+)× (Z,+),
(b) (Z3,+3)× (Z3,+3),
() (Z6,+6)× (Z6,+6),
(d) (Z3,+3)× (Z4,+4),
(e) (Z,+)× (Z2,+2).

(wsk: zbada¢ rz�dy elementów tyh grup)

5K. Wypisa¢ wszystkie grupy abelowe rz�du 12 (z dokªadno±i¡ do izomor�zmu,

bez powtórze«).

6K. Wiemy, »e grupy Z3 ⊕ Z5 i Z15 s¡ yklizne, rz�du 15, wi� izomor�zne.

Przedstawi¢ grup� Z15 jako produkt wewn�trzny podgrup ykliznyh rz�du 3 i 5.
7S. Wyznazy¢ wszystkie elementy postai x2

(a) w grupie kwaternionów Q8,

(b) w grupie S3,

() w grupie S4.

Czy tworz¡ one podgrup�? Czy jest to podgrupa normalna?

8. K Czy G ∼= H , gdzie:

(a) G = (Z60,+60), H = (Z10,+10)× (Z6,+6).
(b) G = (P({a, b, c}),△), H = Z2 × Z2 × Z2.

1



() G = D6, H = A4. (wsk: zbada¢ wsz�dzie rz�dy elementów, abelowo±¢).

9. K f : (R2,+) → (R,+) dana jest wzorem f(x, y) = 2x + 3y. f jest epimor-

�zmem grup (a nawet przestrzeni liniowyh). Znale¹¢ Ker(f). Wskaza¢ podgrup�

H < (R2,+) tak¡, »e (R2,+) jest produktem wewn�trznym podgrup Ker(f) i H . W

szzególno±i, (R2,+) ∼= Ker(f)×H .

10. K Nieh D = {〈k, k〉 : k ∈ Z}. Jest to podgrupa grupy G = (Z,+)× (Z,+).
(a) Wskaza¢ epimor�zm f : G → (Z,+) taki, »e Ker(f) = D.

(b) Wskaza¢ podgrup� H < G tak¡, »e G jest produktem wewn�trznym podgrup

D i H .

() Udowodni¢, »e grupa ilorazowa G/D jest izomor�zna z grup¡ (Z,+).
11. K (a) Czy istnieje podgrupa H < (Q,+) taka, »e (Q,+) jest produktem

wewn�trznym podgrup Z i H ?

(b) Czy istnieje podgrupa H < (Z,+) taka, »e (Z,+) jest produktem wewn�trz-

nym podgrup 3Z i H ?

() Czy grupa kwaternionów Q8 jest produktem wewn�trznym jakih± swoih

podgrup wªa±iwyh K,H?

(d)* Czy istnieje podgrupa H < (R,+) taka, »e (R,+) jest produktem wewn�trz-

nym podgrup Q i H ?

12. K W grupie ilorazowej G/H wyznazy¢ rz¡d elementu a+H , gdzie:

(a) G = (Q,+), H = (Z,+), a = 2

3
,

(b) G = (Q,+), H = (3Z,+), a = 2

3
,

() G = (Z12,+12), H = {0, 3, 9}, a = 5,
(d) G = (R,+), H = (Q,+), a =

√
2.

13. K Okre±li¢ epimor�zm f z grupy (R,+) na grup� S lizb zespolonyh moduªu

1, taki »e Ker(f) = Z. Wywnioskowa¢ st¡d, »e (R,+)/Z ∼= S. (wsk: przypomnie¢

sobie epimor�zm f(x) = cos(x)+ i sin(x) z R na S z wykªadu. Jakie jest jego j¡dro?

Jak poprawi¢ f , by j¡drem staªa si� grupa Z?)
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