
Algebra 1A, lista 6.

Konwersatorium 28.11.2016, ¢wizenia 29.11.2016.

Na kartkówe 29.11 obowi¡zuje: lista 5 oraz zadania oznazone literami S lub K z

listy 6.

0S. Materiaª teoretyzny: Opis grup maªyh rz�dów (do rz�du 8 wª¡znie). Au-

tomor�zmy grup. Automor�zmy wewn�trzne grup. Grupa Aut(G) automor�zmów

grupy G. Centrum grupy Z(G): de�nija, wªasno±i. Grupa Inn(G) automor�zmów

wewn�trznyh grupy G, zwi¡zek z entrum grupy Z(G). Relaja sprz�»enia w grupie

G. Opis relaji sprz�»enia w przypadku grup permutaji.

1K. Czy istnieje monomor�zm grup f : G → H ? Jesli tak, wskaza¢ przykªad i

wyznazy¢ obraz. (wsk: taki monomor�zm istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

podgrupa S < H izomor�zna z grup¡ G).

(a) G = Z6, H = Z24,

(b) G = Z10, H = Z,

() G = Z6, H = Z100,

(d) G = Z15, H = S8,

(e) G = (Q,+), H = (Z,+),
(f) G = (R,+), H = (Q,+),
(g) G = S3, H = Z9 ⊕ Z18,

(h) G = D4, H = S8.

2K. Rozwa»amy grupy G,H oraz dzielnik normalny K ⊳ G. W ka»dym z poni»-

szyh przypadków udowodni¢, »e G/K ∼= H (wsk: wskaza¢ odpowiedni epimor�zm

f : G → H i skorzysta¢ z zasadnizego twierdzenia o homomor�zmie grup).

(a) G = (Z20,+20), K = {0, 4, 8, 16}, H = (Z5,+5).
(b) G = (C∗, ·), K = S = {z ∈ C : |z| = 1}, H = (R∗, ·).
() G = (R,+), K = 2πZ, H = S (z punktu (b)),

(d) G = (R,+), K = Z, H = S,
(e) G = (R2,+), K = Lin{(1, 2)}, H = (R,+).

3. (a)S Wypisa¢ wszystkie generatory grupy (Z10,+10)
(b) Zaªó»my, »e f jest automor�zmem grupy (Z10,+10). Udowodni¢, »e f(1) jest

generatorem grupy Z10.

() Wyznazy¢ wszystkie automor�zmy grupy Z10. Tworz¡ one grup� Aut(Z10),
z dziaªaniem skªadania.

(d) Sporz¡dzi¢ tabelk� dziaªania grupy Aut(Z10). Czy ta grupa jest abelowa ?

yklizna ? Z któr¡ z poznanyh dot¡d grup jest ona izomor�zna ?

4K. (a) Udowodni¢ (wprost z de�niji), »e Z(G) jest podgrup¡ grupy G.

(b) Sprawdzi¢ bezpo±rednio z de�niji, »e Z(G) jest dzielnikiem normalnym w G.

5.* Czy nast�puj¡e pary grup s¡ izomor�zne ?

(a) (R∗, ·) i (R,+).
(b) (Q+, ·) i (Q,+).
6S Grupa przeksztaªe« a�niznyh prostej to zbiór funkji R → R:

A = {ax+ b : a, b ∈ R, a 6= 0}.
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(a) Sprawdzi¢, »e A jest grup¡ wzgl�dem zªo»enia funkji.

(b) Sprawdzi¢, »e grupa A jest izomor�zna z grup¡ maierzy postai

(

a b
0 1

)

, a, b ∈

R, a 6= 0, z mno»eniem maierzy.

7. Czy grupa S3 jest izomor�zna z produktemG×H dla pewnyh nietrywialnyh

grup G iH ? (wsk: równowa»nie: zy grupa S3 jest produktem wewn�trznym jakih±

swoih nietrywialnyh podgrup G i H ? Jakie podgrupy ma grupa S3?)

8. Zaªó»my, »e f : G → H jest epimor�zmem grup, S < H, g ∈ G, h ∈ H i

f(g) = h.
(a) Zaªó»my, »e G jest abelowa. Udowodni¢, »e H jest abelowa.

(b) Zaªó»my, »e G jest yklizna. Udowodni¢, »e H jest yklizna.

()S Sprawdzi¢, »e f−1[S] jest podgrup¡ grupy G.

(d)S Udowodni¢, »e f(g−1) = h−1
.

9. Zaªó»my, »e G jest grup¡, H1, H2 < G oraz |H1| = |H2| = p jest lizb¡

pierwsz¡.

(a) Wykaza¢, »e H1 ∩H2 = {e} lub H1 = H2.

(b) Udowodni¢, »e je±li H1 ∩ H2 = {e}, to |G| ≥ p2. (wsk: udowodni¢, »e je±li

h1, h
′

1 ∈ H1, h2, h
′

2 ∈ H2 i h1h2 = h′

1h
′

2, to h1 = h′

1 i h2 = h′

2.)

10. (a)S Wypisa¢ wszystkie permutaje τ w grupie S5 sprz�»one z permutaj¡

σ = (1, 2)(3, 4, 5). Za ka»dym razem wskaza¢ permutaj� f tak¡, »e τ = jf(σ).
(b) Znale¹¢ zbiór wszystkih permutaji w S5, które komutuj¡ z permutaj¡ σ

(wsk: permutaja τ komutuje z σ ⇐⇒ τστ−1 = σ).
() Udowodni¢, »e zbiór z punktu (b) jest podgrup¡ grupy S5.

11. W dowolnej grupie G udowodni¢, »e dla danego a ∈ G zbiór C(a) = {g ∈ G :
ag = ga} jest podgrup¡ grupy G, zwan¡ entralizatorem elementu a w grupie G.

12. Zaªó»my, »e grupa G ma jedyn¡ podgrup� H rz�du 25. Udowodni¢, »e H ⊳G.

(wsk: dla g ∈ G, gHg−1 = jg[H ] jest podgrup¡ grupy G izomor�zn¡ z H).
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