
Algebra 1A, lista 7.

Konwersatorium 5.12.2016, ¢wizenia 6.12.2016.

0S. Materiaª teoretyzny: Grupy maierzy i grupy przeksztaªe« liniowyh: GL(n,R),
O(n,R), SO(n,R), SL(n,R), Aut(Rn), Izolin(R

n), Izo(Rn), ih izomor�zmy, zwi¡zki

z wyznaznikiem, obrotami. Ka»da sko«zona grupa izometrii Rn
ma punkt staªy.

�rodek i�»ko±i ukªadu punktów. Ka»da sko«zona grupa izometrii przestrzeni R
n

jest izomor�zna z pewn¡ podgrup¡ grupy O(n,R). Wylizenie wszystkih sko«zo-

nyh podgrup O(2,R)i SO(2,R), z dokªadno±i¡ do izomor�zmu.

Wylizenie sko«zonyh podgrup grupy SO(3,R). Grupy obrotów wªasnyh bryª

plato«skih. Grupa izometrii wªasnyh zworo±ianu foremnego. De�nije: pier±ie«

(przemienny, z jedno±i¡), dzielnik zera, element odwraalny, grupa elementów od-

wraalnyh pier±ienia, dziedzina (pier±ie« aªkowity), iaªo. Przykªady pier±ieni.

Ka»da sko«zona dziedzina jest iaªem. Wylizenie, które pier±ienie Zn s¡ iaªami.

1S. Udowodni¢, »e [O(n,R) : SO(n,R)] = 2.
2S. Udowodni¢, »e SO(2,R) jest izomor�zna z grup¡ S lizb zespolonyh moduªu

1, z mno»eniem. Wskazówka: maierzy

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

przypisa¢ lizb� zϕ =

cosϕ+ i sinϕ.
3S. Które z grup GL(2,R), SL(2,R), SO(2,R), O(2,R) s¡ abelowe? Nast�pnie

to samo dla grup w wymiarze 3 zamiast 2.

4*. Nieh G b�dzie grup¡ sko«zon¡ oraz a ∈ G. Okre±lamy funkj� f : G → [a]∼
([a]∼ to klasa sprz�»enia elementu a) wzorem:

f(x) = xax−1

.

(a) Udowodni¢, »e f jest surjekj¡ i klasy abstrakji relaji ∼f na G to dokªadnie

lewostronne warstwy entralizatora C(a). Tzn:

f(x) = f(y) ⇐⇒ xC(a) = yC(a).

Wywnioskowa¢ st¡d, »e |[a]∼| = [G : C(a)].
(b) Udowodni¢, »e |G| = |Z(G)|+

∑n

i=1
[G : C(ai)], gdzie a1, . . . , an s¡ reprezen-

tantami wszystkih klas sprz�»enia w G rozª¡znyh z Z(G). Zauwa»y¢ te», »e [a]∼
jest jednoelementowy wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ Z(G).

() Udowodni¢ twierdzenie Cauhy'ego: je±li p jest lizb¡ pierwsz¡ dziel¡¡ |G|,
to G ma podgrup� rz�du p (wsk: skorzysta¢ z (b)).

(d) Udowodni¢, »e je±li |G| = p2, to G jest abelowa.

(e) Wykaza¢, »e dowolna grupa rz�du 15 jest yklizna.

5*. (a) Udowodni¢, »e grupa obrotów wªasnyh sze±ianu jest izomor�zna z

S4. (Wsk: oznazmy przez 1, 2, 3, 4 przek¡tne sze±ianu. Rozwa»y¢ obroty wªasne

sze±ianu jako permutaje przek¡tnyh.)

(b) Udowodni¢, »e grupa obrotów wªasnyh dwunasto±ianu foremnego jest izo-

mor�zna z A5. (Wsk: w dwunasto±ian foremny mo»na wpisa¢ pi�¢ sze±ianów (tak,



»e wierzhoªki sze±ianów s¡ wierzhoªkami dwunasto±ianu). Rozwa»y¢ obroty tej

bryªy jako permutaje tego zbioru sze±ianów.)

6. (a) W grupie izometrii wªasnyh zworo±ianu foremnego wskaza¢ podgrup�

izomor�zn¡ z grup¡ D3 (wsk:rozwa»y¢ izometrie wªasne ustalonej ±iany zworo-

±ianu).

(b) W grupie izometrii wªasnyh sze±ianu wskaza¢ podgrup� izomor�zn¡ z

grup¡ D4 i podgrup� izomor�zn¡ z grup¡ D3 (wskazówka: sze±ian jest stowarzy-

szony z o±mio±ianem foremnym, maj¡ wi� izomor�zne grupy izometrii wªasnyh).

() W grupie izometrii wªasnyh dwunasto±ianu foremnego wskaza¢ podgrup�

izomor�zn¡ z D5 i podgrup� izomor�zn¡ z D3.

7. (a) W grupie automor�zmów linowyh pªaszzyzny Aut(R2) wskaza¢ elementy

rz�du 2 oraz rz�du ∞, nieb�d¡e izometriami.

(b)* Czy w (a) istnieje taki element rz�du 3 ?

() Udowodni¢, »e je±li automor�zm liniowy pªaszzyzny ma rz¡d nieparzysty, to

jego maierz ma wyznaznik 1.
8S. Sprawdzi¢, »e podane ni»ej zbiory sa pier±ieniami przemiennymi (z jedno±i¡

lub bez), ze zwykªymi dziaªaniami dodawania i mno»enia lizb. Czy s¡ one iaªami

?

(a) nZ, gdzie n ∈ N+.

(b) Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}, pier±ie« Gaussa (tu i ∈ C to jednostka urojona).

() Z[
√
d] = {a+ b

√
d : a, b ∈ Z}, d ∈ N nie jest kwadratem lizby naturalnej.

9S. Wykaza¢, »e struktura (A,⊕,⊙) nie jest pier±ieniem.

(a) A = R \ {0}, ⊕ = +, ⊙ = · .
(b) A = R, a⊕ b = a+b

2
, a⊙ b = a · b.

() A = N, ⊕ = +, ⊙ = · .
(d) A = {a+ b 3

√
2 : a, b ∈ Z}, ⊕ i ⊙ to zwykªe dodawanie i mno»enie lizb.

(e) A = R+, a⊕ b = a · b, a⊙ b = ab.
10S. Zaªó»my, »e A,B s¡ podpier±ieniami pier±ienia R. Udowodni¢, »e A ∩ B

jest podpier±ieniem pier±ienia R.
10K. (a) Dany jest pier±ie« przemienny z jedno±i¡ R. Udowodni¢, »e R∗

jest

grup¡ wzgl�dem mno»enia (zwan¡ grup¡ elementów odwraalnyh pier±ienia R).
(b) Wypisa¢ wszystkie dzielniki zera w pier±ieniu Z24 i wszystkie elementy odwra-

alne w pier±ieniu Z24. Czy Z∗

24 jest yklizna ? Znale¹¢ produkt grup ykliznyh

izomor�zny z Z∗

24.

() To samo, o w (b), dla pier±ienia Z10.

(d) Nieh n > 1. Udowodni¢, »e a ∈ Zn \ {0} jest dzielnikiem zera w Zn wtedy i

tylko wtedy, gdy a i n nie s¡ wzgl�dnie pierwsze.

(e) Nieh n > 1. Udowodni¢, »e a ∈ Zn \ {0} jest odwraalny wtedy i tylko

wtedy, gdy a i n s¡ wzgl�dnie pierwsze. (Wsk: wzorowa¢ si� na dowodzie z wykªadu,

»e sko«zona dziedzina jest iaªem. Rozwa»y¢ lizby a ·n 1, a ·n 2, . . . , a ·n (n− 1).)
11. (a) Udowodni, »e grupa Aut(Z24,+24) jest izomor�zna z grup¡ Z∗

24 (wsk:

automor�zm grupy Z24 jest wyznazony przez warto±¢ na generatorze 1, a warto±¢

ta mo»e by¢ dowolnym innym generatorem tej grupy).

(b)* Ogólniej: Aut(Zn,+n) ∼= Z∗

n.



12. Nieh +, · b�d¡ dziaªaniami okre±lonymi w zbiorze A. Wiadomo, »e (A,+)
jest grup¡, za± dziaªanie · jest ª¡zne, rozdzielne wzgl�dem + i ma element neutralny

1 ∈ A. Wykaza¢, »e wtedy (A,+, ·) jest pier±ieniem. (wsk: wystarzy udowodni¢

przemienno±¢ +. W tym elu wymno»y¢ na dwa sposoby (1 + 1)(a + b) i porówna¢
wyniki.)

13. Zaªó»my, »e (R,+, ·) jest pier±ieniem, w którym grupa addytywna (R,+)
jest yklizna. Udowodni¢, »e R jest przemienny.

14. Nieh S oznaza grup� lizb zespolonyh moduªu 1, z mno»eniem, za± S∞ jej

podgrup� zªo»on¡ ze wszystkih zespolonyh pierwiastków z 1. Udowodni¢, »e ka»dy
element grupy ilorazowej S/S∞ ró»ny od elementu neutralnego ma rz¡d ∞.

15*. Zaªó»my, »e w pier±ieniu R mamy a2 = a dla wszystkih a ∈ R (uwaga: a2

oznaza a · a).
(a) Udowodni¢, »e 2a = 0 dla wszystkih a ∈ R. (uwaga: 2a oznaza a + a).
(b) Udowodni¢, »e R jest przemienny (wsk: rozwa»y¢ (a+ b)2).


