
Algebra 1A, lista 8.

Konwersatorium 12.12.2016, ¢wizenia 13.12.2016

0S. Materiaª teoretyzny: Homomor�zm i izomor�zm pier±ieni, de�nija, przy-

kªady. Produkt pier±ieni. Izomor�zm pier±ieni Zm × Zn
∼= Zmn, gdy m i n s¡

wzgl�dnie pierwsze.

Funkja i twierdzenie Eulera. Pier±ienie wielomianów: de�nija, podstawowe

wªasno±i (stopie« wielomianu, R-dziedzina ⇒ R[X ] � dziedzina). Wielomiany a

funkje wielomianowe. Homomor�zm ewaluaji w punkie. Pier±ie« C(R).
1S. (a) Napisa¢ tabelki dziaªa« w produkie pier±ieni Z2 × Z3.

(b) Wskaza¢ dzielniki zera i elementy odwraalne w tym pier±ieniu.

2K. Które z poni»szyh pier±ieni s¡ dziedzinami, a które ponadto iaªami ?

(a) Z2 × Z2,

(b) (P({a}),△,∩),
() pier±ie« Gaussa (patrz zad. 8 z listy 7),

(d) Z× R.

3K. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy f : R → S pier±ieni z jedno±i¡ R i S

(uwaga: zgodnie z de�nij¡, f(1R) = 1S).
(a) R = Z, S = Z6.

(b) R = Z15, S = Z3.

() R = Z7, S = Z4.

(d) R = Z, S = Z.

(e) R = Q, S = Q.

(f) R = Z× Z = S (wsk: rozwa»y¢, jakie mog¡ by¢ warto±i f(0, 1) i f(1, 0)).
4K. Znale¹¢ wszystkie dzielniki zera w pier±ieniah:

(a) Z4 × Z2

(b) Z4 × Z10

() Z× R

(d) (P(X),△,∩).
5. Oblizy¢ r35(14

320), r28(35
320), r45(28

320).
6. Nieh Z[i] oznaza pier±ie« Gaussa. Nieh R = {x

y
: x, y ∈ Z[i] i y 6= 0} ⊆ C.

(a) Sprawdzi¢, »e R jest iaªem (podiaªem C).

(b) Udowodni¢, »e R = {a+ bi : a, b ∈ Q}.
Uwaga: R jest izomor�zne z iaªem uªamków pier±ienia Gaussa.

7K. Zaªó»my, »e R jest pier±ieniem pzremiennym z jedno±i¡ oraz a ∈ R. Okre-

±lamy funkj� ϕa : R[X ] → R wzorem:

ϕa(W (X) = Ŵ (a). Sprawdzi¢, »e tak okre±lona funkja jest homomor�zmem pier-

±ieni z jedno±i¡, zwanym homomor�zmem ewaluaji w punkie a.

8K. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy pier±ieni f : Z[X ] → Z (wsk: f(1) = 1).
9. Nieh C(R) oznaza zbiór wszystkih funkji i¡gªyh f : R → R. W zbiorze

tym okre±lamy dziaªania + i · nast�puj¡o:
(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x).
Zbiór C(X) z tymi dziaªaniami jest pier±ieniem przemiennym z jedno±i¡.



(a) Czy funkja f(x) = x jest odwraalna w pier±ieniu C(R) ? Czy jest dzielni-

kiem zera ?

(b) Poda¢ przykªad funkji odwraalnej w C(R), ró»nej od funkji stale równej

jeden (jedno±i pier±ienia C(R)).
() Które funkje w C(R) s¡ odwraalne ?

(d) Poda¢ przykªad funkji w C(R), która jest dzielnikiem zera w C(R).
(e) Które funkje w C(R) s¡ dzielnikami zera ?

10. Okre±li¢ dziaªania ⊕ i ⊙ w zbiorze Z tak, by funkja f : (Z,⊕,⊙) → (Z,+, ·)
dana wzorem f(x) = x + 1 byªa izomor�zmem. Wywnioskowa¢ st¡d, »e (Z,⊕,⊙)
jest pier±ieniem (jest to struktura indukowana ze struktury (Z,+, ·) poprzez funkj�
f).Wskaza¢ jedno±¢ i zero pier±ienia (Z,⊕,⊙).

11. Pokaza¢, »e

S =

{[

a b

−b a

]

: a, b ∈ R

}

jest podpier±ieniem pier±ienia M2×2(R), izomor�znym z iaªem lizb zespolonyh

C.


