Logika B, lista 6.

Zadan (lub ich podpunktow) oznaczonych minusem nie wolno oddawac jako zadanie
domowe. 7 kazdego zadania jako zadanie domowe wolno odda¢ co najwyzej jeden
podpunkt.

1. - Niech ¥ = {0,1}. Znalez¢ jednotasmowe maszyny Turinga rozpoznajace
nastepujace jezyki L C »*:
(a) L = {01,0101,010101,...}, (b) L ={0"1":n € N} (tu 0" = 00...0 (n
razy))

(a) Dowies¢, ze jesli A, B C N sa rekurencyjne, to N\ A, AUB, AN B tez
(tzn. zbiory rekurencyjne tworza ciato podzbioréw N).

(b) Dowies¢, ze jesli f(x,y) jest rekurencyjna, to g(z) = >_ ., f(z,y) jest
rekurencyjna.

(c) Dowiesé, ze jesli funkcja (catkowita) f : N — N jest rosnaca i Rng(f) jest
zbiorem rekurencyjnym, to f jest rekurencyjna.

(d) Dowiesé, ze X C N jest rekurencyjny <= X jest obrazem pewnej rosnacej
funkcji rekurencyjnej.

3. (a) Dowiesé, ze zbior wartosci i dziedzina funkcji rekurencyjnej f : N — N sg
rekurencyjnie przeliczalne.
(b) Dowiesé, ze jesli A C N jest rekurencyjnie przeliczalny, to istnieje funkcja
rekurencyjna f : N — N taka, ze A jest jej dziedzina.
(c) Zatozmy, ze f,g: N = N, A= f[N], B = g|N] oraz AN B # (). Uzywajac
f, g, bazowych funkcji rekurencyjnych oraz operacji sktadania, rekursji proste;
i minimum zdefiniowa¢ funkcje h : N — N ktorej zbior wartosci to AN B.

4. (a) Dowies¢, ze zbior A C N jest rekurencyjnie przeliczalny <= A jest rzutem
pewnego zbioru rekurencyjnego B C N x N.
(b) Dowies¢, ze rzut zbioru rekurencyjnie przeliczalnego A C N x N na pierwsza
0§ jest rekurencyjnie przeliczalny.
(c) Zatozmy, ze A C N jest rekurencyjnie przeliczalny i nieskoniczony. Udowod-
ni¢, ze istnieje rekurencyjni przeliczalny zbior B C A taki, ze A\ B nie jest
rekurencyjnie przeliczalny.

5. A C N nazywamy spektrum, gdy istnieje zdanie ¢ w pewnym jezyku L t.ze
A ={||M| : M |= o i M skoniczony}. Dowies¢, ze jesli A jest spektrum, to
A jest rekurencyjny.(Uwaga: implikacja odwrotna to otwarty problem Fagina,
ok. 1970).

6. Dowiesé, ze A C N jest rekurencyjnie przeliczalny <= istnieje maszyna
Turinga M t.ze dla danej wejsciowej x € N : M zatrzymuje sie <= x € A.

7. Dowies¢ w PA, ze
(@ z+y=y+z;b)z-y=y-z;(c) (r+y)+2z=a+(y+2) itd.



8. Napisa¢ w jezyku L = {+,-, <} U{n : n € N} nastepujace formuty o liczbach
naturalnych:
(a)- x jest liczba pierwsza;

(b)- @ jest potega 2;

(c)- x jest iloczynem parami roznych liczb pierwszych;

(d) x jest potega 10;

(e) x jest liczba nieizomorficznych grafow o y wierzchotkach;

(f) x jest liczba réznych baz w y-wymiarowej przestrzeni liniowej nad Zs.

9. Funkcje pierwotnie rekurencyjne Prec powstaja z podstawowych przez stoso-
wanie superpozycji i definiowanie przez rekursje prosta. Dowiesé, ze istnieje
funkcja rekurencyjna catkowita, kto/ra nie jest pierwotnie rekurencyjna. (wsk:
znalez¢ funkcje rekurencyjna f : N x N — N catkowita, uniwerslang dla Prec,
tzn. taka, ze Vn f(n,-) € PreciVg: N — N, g € Prec = 3n f(n,-) = g(+))



