
Logika B, lista 6.

Zadan (lub i
h podpunktow) ozna
zony
h minusem nie wolno oddawa
 jako zadanie

domowe. Z ka»dego zadania jako zadanie domowe wolno odda¢ 
o najwy»ej jeden

podpunkt.

1. - Nie
h Σ = {0, 1}. Znale¹¢ jednota±mowe maszyny Turinga rozpoznaj¡
e

nast�puj¡
e j�zyki L ⊆ Σ∗:

(a) L = {01, 0101, 010101, . . .}, (b) L = {0n1n : n ∈ N} (tu σn = σσ . . . σ (n
razy))

2. (a) Dowie±¢, »e je±li A,B ⊆ N s¡ rekuren
yjne, to N \ A, A ∪ B, A ∩ B te»

(tzn. zbiory rekuren
yjne tworz¡ 
iaªo podzbiorów N).

(b) Dowie±¢, »e je±li f(x, y) jest rekuren
yjna, to g(x) =
∑

y≤x
f(x, y) jest

rekuren
yjna.

(
) Dowie±¢, »e je±li funk
ja (
aªkowita) f : N → N jest rosn¡
a i Rng(f) jest
zbiorem rekuren
yjnym, to f jest rekuren
yjna.

(d) Dowie±¢, »eX ⊆ N jest rekuren
yjny ⇐⇒ X jest obrazem pewnej rosn¡
ej

funk
ji rekuren
yjnej.

3. (a) Dowie±¢, »e zbiór warto±
i i dziedzina funk
ji rekuren
yjnej f : N → N s¡

rekuren
yjnie przeli
zalne.

(b) Dowie±¢, »e je±li A ⊆ N jest rekuren
yjnie przeli
zalny, to istnieje funk
ja

rekuren
yjna f : N → N taka, »e A jest jej dziedzin¡.

(
) Zaªó»my, »e f, g : N → N, A = f [N], B = g[N] oraz A ∩ B 6= ∅. U»ywaj¡


f, g, bazowy
h funk
ji rekuren
yjny
h oraz opera
ji skªadania, rekursji prostej

i minimum zde�niowa¢ funk
j� h : N → N której zbiór warto±
i to A ∩B.

4. (a) Dowie±¢, »e zbiór A ⊆ N jest rekuren
yjnie przeli
zalny ⇐⇒ A jest rzutem

pewnego zbioru rekuren
yjnego B ⊆ N× N.

(b) Dowie±¢, »e rzut zbioru rekuren
yjnie przeli
zalnego A ⊆ N×N na pierwsz¡

o± jest rekuren
yjnie przeli
zalny.

(
) Zaªó»my, »e A ⊆ N jest rekuren
yjnie przeli
zalny i niesko«
zony. Udowod-

ni¢, »e istnieje rekuren
yjni przeli
zalny zbiór B ⊆ A taki, »e A \ B nie jest

rekuren
yjnie przeli
zalny.

5. A ⊆ N nazywamy spektrum, gdy istnieje zdanie σ w pewnym j�zyku L t.»e

A = {‖M‖ : M |= σ i M sko«
zony}. Dowie±¢, »e je±li A jest spektrum, to

A jest rekuren
yjny.(Uwaga: implika
ja odwrotna to otwarty problem Fagina,

ok. 1970).

6. Dowie±¢, »e A ⊆ N jest rekuren
yjnie przeli
zalny ⇐⇒ istnieje maszyna

Turinga M t.»e dla danej wej±
iowej x ∈ N : M zatrzymuje si� ⇐⇒ x ∈ A.

7. Dowie±¢ w PA, »e

(a) x+ y = y + x; (b) x · y = y · x; (
) (x+ y) + z = x+ (y + z) itd.
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8. Napisa¢ w j�zyku L = {+, ·, <} ∪ {n : n ∈ N} nast�puj¡
e formuªy o li
zba
h

naturalny
h:

(a)- x jest li
zb¡ pierwsz¡;

(b)- x jest pot�g¡ 2;
(
)- x jest ilo
zynem parami ró»ny
h li
zb pierwszy
h;

(d) x jest pot�g¡ 10;
(e) x jest li
zb¡ nieizomor�
zny
h grafów o y wierz
hoªka
h;

(f) x jest li
zb¡ ró»ny
h baz w y-wymiarowej przestrzeni liniowej nad Z2.

9. Funk
je pierwotnie rekuren
yjne Prec powstaj¡ z podstawowy
h przez stoso-

wanie superpozy
ji i de�niowanie przez rekursj� prost¡. Dowie±¢, »e istnieje

funk
ja rekuren
yjna 
aªkowita, kto/ra nie jest pierwotnie rekuren
yjna. (wsk:

znale¹¢ funk
j� rekuren
yjn¡ f : N ×N → N 
aªkowit¡, uniwerslan¡ dla Prec,

tzn. tak¡, »e ∀n f(n, ·) ∈ Prec i ∀g : N → N, g ∈ Prec ⇒ ∃n f(n, ·) = g(·))
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