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Konwersatorium 25.05.2015 (2 godziny), ¢wizenia: 29.05.2015.

0T. Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Równolizno±¢ prostej i pªaszzyzny. Zbiory

sko«zone: de�nija. Zbiory przelizalne: de�nija, harakteryzaja, wªasno±i, przy-

kªady (Q). Twierdzenie Cantora: Zbiór R jest nieprzelizalny. Dziaªania na lizbah

kardynalnyh: dodawanie, mno»enie, pot�gowanie. |P(X)| = 2|X|. Funkja harak-

terystyzna zbioru.

1K. (a) Znale¹¢ dwa niesko«zone rozª¡zne podzbiory zbioru N.

(b) Znale¹¢ niesko«zenie wiele niesko«zonyh parami rozª¡znyh podzbiorów zbioru

N.

() Udowodni¢, »e ka»da rodzina A rozª¡znyh niepustyh podzbiorów zbioru N jest

przelizalna. (wsk: ustawi¢ zbiory z rodziny A w i¡g).

2K. Dla r ∈ R de�niujemy zbiór Ar = Q∩ (−∞, r). Udowodni¢, »e dla r1 6= r2 ∈
R, Ar1 6= Ar2 .

3K. Dane s¡ zbiory A,B,C. Okre±li¢ bijekje mi�dzy zbiorami:

a) A×B i B × A,
b) {2, 3}A i {5, 7}A,
) A{2,3}

i A×A
d) AB×C

(tzn. zbiorem funkji : B × C → A) i (AB)C

(tzn. zbiorem funkji : C → AB
).

4K. Udowodni¢, »e:

(a) ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 · ℵ0

(b) c = c+ c = c · c = c+ ℵ0 = c · ℵ0.

5K. Nieh X b�dzie przestrzeni¡. Dla zbioru A ⊆ X de�niujemy funkj� harak-

terystyzn¡ χA(x) : X → {0, 1} wzorem:

χA(x) =

{

1, gdy x ∈ A
0, gdy x 6∈ A

Udowodni¢, »e dla wszystkih zbiorów A,B ⊆ X :

χAc(x) = 1− χA(x), χA∪B(x) = max(χA(x), χB(x)) = 1− (1− χA(x))(1− χB(x)),
χA∩B(x) = min(χA(x), χB(x)) = χA(x)χB(x).

6. Uzasadni¢, »e nast�puj¡e zbiory sa przelizalne:

(a) Dowolny zbiór rozª¡znyh przedziaªów na prostej dªugo±i > 1 ka»dy.

(b) Zbiór lizb wymiernyh postai m/n, gdzie m,n ∈ Z i 0 < |n| < 5.
() Zbiór wielomianów o wspóªzynnikah aªkowityh (por. wniosek 11.9 z wy-

kªadu).

(d) Zbiór lizb algebraiznyh.

(e) Dowolny zbiór rozª¡znyh przedziaªów na prostej (wsk: skorzysta¢ z faktu, »e

zbiór lizb wymiernyh jest przelizalny, por. te» zadanie 1()).

(f) Dowolny zbiór rozª¡znyh kwadratów na pªaszzy¹nie.

(g)* Dla dowolnej funkji rosn¡ej f : R → R, zbiór punktów niei¡gªo±i funkji f .



7. (a) Udowodni¢, »e zbiór lizb niewymiernyh IQ = R \Q jest nieprzelizalny.

(wsk: nie wprost, skorzysta¢ z faktów z wykªadu.).

(b) Udowodni¢, »e zbiór przest�pnyh lizb rzezywistyh jest nieprzelizalny.

()* Udowodni¢, »e zbiory z punktów (a) i (b) maj¡ mo ontinuum (tzn. s¡ równo-

lizne z R).

8. Korzystaj¡ z tego, »e R ∼ R× R, udowodni¢, »e R ∼ R× R× R.

9. Korzystaj¡ z twierdzenia Cantora-Bernsteina udowodni¢, »e nast�puj¡e

zbiory A i B s¡ równolizne:

(a) A = {〈x, y〉 ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, B = {〈x, y〉 ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.
(b) A =zbiór punktów dowolnego kwadratu na pªaszzy¹nie, B =zbiór punktów

dowolnego trójk¡ta na pªaszzy¹nie.

10. Udowodni¢, »e

(a) ka»da klasa abstrakji relaji z zadania 6(b) z listy 7 jest równolizna ze zbiorem

lizb rzezywistyh oraz »e

(b) zbiór ilorazowy tej relaji równowa»no±i te» jest równolizny ze zbiorem lizb

rzezywistyh.

S¡ to wi� zbiory moy ontinuum.

11. Na zbiorze X wszystkih i¡gów zerojedynkowyh, (tzn. i¡gów (an), gdzie
an ∈ {0, 1}) okre±lamy relaj� =∗

wzorem:

(an) =
∗ (bn) ⇔ poz¡wszy od pewnego miejsa i¡gi (an) i (bn) s¡ równe.

(a) Zapisa¢ symboliznie de�nij� relaji =∗
.

(b) Udowodni¢, »e =∗
jest relaj¡ równowa»no±i. W dowodzie nie u»ywa¢ symboli

kwanty�katorów ani spójników logiznyh.

() Udowodni¢, »e ka»da klasa abstrakji relaji =∗
jest przelizalna niesko«zona.

(d)* Udowodni¢, »e klas abtrakji jest nieprzelizalnie wiele.


