Wstep A, lista 10.

Konwersatorium 25.05.2015 (2 godziny), ¢wiczenia: 29.05.2015.

0T. Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Rownoliczno$¢ prostej i ptaszezyzny. Zbiory
skonczone: definicja. Zbiory przeliczalne: definicja, charakteryzacja, wlasnosci, przy-
ktady (Q). Twierdzenie Cantora: Zbior R jest nieprzeliczalny. Dzialania na liczbach
kardynalnych: dodawanie, mnozenie, potegowanie. |P(X)| = 2/X|. Funkcja charak-
terystyczna zbioru.

1K. (a) Znalezé dwa nieskoriczone roztaczne podzbiory zbioru N.
b) Znalez¢ nieskoriczenie wiele nieskoriczonych parami roztacznych podzbiorow zbioru
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¢) Udowodni¢, ze kazda rodzina A roztacznych niepustych podzbiorow zbioru N jest
rzeliczalna. (Wsk. ustawic¢ zbiory z rodziny A w ciag).

2K. Dla r € R definiujemy zbior A, = QN (—oo, 7). Udowodnié¢, ze dla r; # ry €
R, A, #A,,.
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3K. Dane sa zbiory A, B, C. Okresli¢ bijekcje miedzy zbiorami:
a) Ax BiB x A,
b) {2,314 i {5,7}4,
c) A3 i Ax A
d) AB*C (tzn. zbiorem funkcji : B x C — A) i (AP)¢
(tzn. zbiorem funkeji : C — AP).
4K. Udowodni¢, ze:
(a) Rg =Ny + Ny =Ny - Ny
(byc=c+c=c-c=c+Ny=rc-Ng.
5K. Niech X bedzie przestrzenia. Dla zbioru A C X definiujemy funkcje charak-
terystyczna xa(z) : X — {0,1} wzorem:

] 1, gdyre A
XA(J:)_{ 0, gdyx g A

Udowodnié¢, ze dla wszystkich zbiorow A, B C X:

Xae(r) =1 = xa(), xaup(z) = max(xa(z), xp(z)) =1 = (L = xa(x))(1 — x5(z)),
Xang(2) = min(xa(z), x5(x)) = xa(z)xs(2).

6. Uzasadnié, ze nastepujace zbiory sa przeliczalne:

(a) Dowolny zbior roztacznych przedzialow na prostej dtugosci > 1 kazdy.

(b) Zbior liczb wymiernych postaci m/n, gdzie m,n € Zi 0 < |n| < 5.

(c) Zbior wielomianéw o wspoétezynnikach catkowitych (por. wniosek 11.9 7z wy-
ktadu).

(d) Zbior liczb algebraicznych.

(e) Dowolny zbior roztacznych przedzialow na prostej (wsk: skorzystaé z faktu, ze
zbior liczb wymiernych jest przeliczalny, por. tez zadanie 1(c)).

(f) Dowolny zbior roztacznych kwadratow na plaszezyznie.

(g)* Dla dowolnej funkeji rosnacej f : R — R, zbiér punktow nieciagltosci funkeji f.



7. (a) Udowodni¢, ze zbior liczb niewymiernych IQ = R\ Q jest nieprzeliczalny.
(wsk: nie wprost, skorzysta¢ z faktow z wyktadu.).
(b) Udowodnié, ze zbior przestepnych liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.
(¢)* Udowodnié, ze zbiory z punktow (a) i (b) maja moc continuum (tzn. sa réwno-
liczne z R).

8. Korzystajac z tego, ze R ~ R x R, udowodnié¢, ze R ~ R x R x R.

9. Korzystajac z twierdzenia Cantora-Bernsteina udowodni¢, ze nastepujace
zbiory A i B sa réwnoliczne:
(a) A={(z,y) eR?: 22+ 2 <1}, B={{z,y) e R2: 22 + 32 < 1}.
(b) A =zbior punktéw dowolnego kwadratu na plaszczyznie, B =zbiér punktow
dowolnego trojkata na plaszczyznie.

10. Udowodni¢, ze
(a) kazda klasa abstrakeji relacji z zadania 6(b) z listy 7 jest rownoliczna ze zbiorem
liczb rzeczywistych oraz ze
(b) zbior ilorazowy tej relacji rownowaznosci tez jest rownoliczny ze zbiorem liczb
rzeczywistych.
Sa to wiec zbiory mocy continuum.

11. Na zbiorze X wszystkich ciaggow zerojedynkowych, (tzn. ciagow (a,), gdzie
a, € {0,1}) okreslamy relacje =* wzorem:

(a,) =" (by) < poczawszy od pewnego miejsca ciagi (a,) i (b,) sa rowne.

(a) Zapisa¢ symbolicznie definicje relacji =*.

(b) Udowodni¢, ze =* jest relacja rownowaznosci. W dowodzie nie uzywac¢ symboli
kwantyfikatoréw ani spojnikéow logicznych.

(¢) Udowodnié¢, ze kazda klasa abstrakcji relacji =* jest przeliczalna nieskonczona.
(d)* Udowodni¢, ze klas abtrakcji jest nieprzeliczalnie wiele.



