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Konwersatorium 9.06.2014. Cwiczenia 13.06.2013.

0T. Indukcja matematyczna jako metoda dowodzenia twierdzen. Zasada indukcji
matematycznej. Schemat dowodu przez indukcje: teza indukcyjna, pierwszy i drugi
krok indukcji, zalozenie indukcyjne w drugim kroku indukcji. Formy réwnowazne
zasadzie indukcji matematycznej: zasada minimum, zasada indukcji porzadkowe;j.
Definicje rekurencyjne. Dobry porzadek. Zasada indukcji pozaskoniczonej. Kazdy
zbiér mozna dobrze uporzadkowaé. Izomorfizm porzadkowy. Liczby porzadkowe,
liniowe uporzadkowanie liczb porzadkowych. Dodawanie i mnozenie liczb porzadko-
wych (nieprzemiennosé, przyktady). Alefy.

1. (a) Korzystajac wprost z rekurencyjnej definicji dodawania liczb naturalnych
obliczy¢ 344, 5+ 3, 4+ 3, 3+5.

(b) Korzystajac wprost z rekurencyjnej definicji mnozenia liczb naturalnych obliczy¢
2-3,5-3, 3-2, 3-5 (uwaga: w tym punkcie mozna dodawanie wykonywaé¢ w jednym
kroku).

2K. Dany jest zbior skonczony X. Udowodni¢ przez indukcje, ze jesli X ma n
elementéw, to: zbior X x X ma n? elementow. Sformulowaé teze indukcyjng i oba
kroki indukcyjne. W drugim kroku wskaza¢ dowodzong teze i zalozenie indukcyjne.

3K. Udowodni¢ przez indukcje, ze jesli ciag (a,) liczb naturalnych jest rosnacy,
to a, > n.

(a) Napisa¢ teze indukeyjna, stowami i symbolicznie.

(b) Sformutowaé i udowodni¢ pierwszy krok indukcyjny.

(c) Sformutowaé drugi krok indukeyjny: wskazaé teze do udowodnienia i zatozenie
indukcyjne. Udowodni¢.

4K. Dowies¢, ze kazdy n-kat wypukly na plaszczyZnie mozna podzieli¢ na n —
2 trojkaty nieprzecinajacymi sie przekatnymi (* Czy zalozenie wypuklosci mozna
pominaé 7).

5. Rozstrzygnaé, czy prawdziwe sa nastepujace warianty zasady indukcji mate-
matycznej.

(a) Jesli zachodzi ¢(0) i dla kazdej liczby catkowitej k, ¢(k) implikuje p(k +7) i
o(k — 31), to dla kazdej liczby caltkowitej k zachodzi ¢(k).

(b) Zalozmy, ze zachodzi ¢(0) i dla kazdej liczby naturalnej k, jesli k jest niepa-
rzyste, to (k) implikuje o((k + 1)/2') dla wszystkich [ > 0 takich, ze 2'|(k + 1) ,
natomiast gdy k jest parzyste, to ¢(k) implikuje p(2k + 3). Wtedy dla kazdej liczby
naturalnej k zachodzi ¢(k).

(c) Jesli zachodzi ¢(0) i dla kazdej liczby naturalnej n, ¢(n) implikuje ¢(2n) i
©(2n + 1), to wtedy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi p(n).

(d) Jesli istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktorych ¢(n) za-
chodzi, oraz dla kazdej n > 0, jesli p(n) to p(n — 1), to wtedy p(n) dla wszystkich
n € N.

(e) Jesli zachodzi ¢(0), (1) i dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby pierw-
szej p, jesli p(n) to p(n - p), to wtedy dla kazdego n € N, p(n).

W kazdym podpunkcie napisa¢ dane zdanie uzywajac symboliki logicznej.



6. Ciag Fibonacciego definiujemy rekurencyjnie: ag = 0,a; = 1, a,40 = ap+apni1.
Udowodnié¢ przez indukcje, ze
1+v5)  [1-v5)"
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Zadania ro6zne (niektore sa trudne)

a, =
)

1. Wskazaé¢ podzbiory zbioru liczb wymiernych Q, a nastepnie podzbiory zbioru
1) N Q, o typach porzadkowych:
(a) w,
(b) w+1
(¢) w4+ w,
(d) w-w.
2*. Znalez¢ nieprzeliczalng rodzine nieprzeliczalnych roztacznych podzbiorow R.
3*. Mowimy, ze zbiory A, B sa prawie rozlaczne, gdy A N B jest skonczony.
Znalez¢ nieprzeliczalna rodzine prawie roztacznych nieskonczonych podzbioréw N.
4*, Trypodem nazywamy sume dowolnych trzech roznych odcinkéow o jednym
wspolnym koricu, ktory jest tez jedynym wspolnym punktem kazdych dwoch sposrod
tych odcinkéw. Udowodnié¢, ze kazdy zbioér roztacznych trypodéw na plaszczyznie jest
przeliczalny.
5. Zatozmy, ze f: R — R.
(a) Co to znaczy, ze w punkcie x funkcja f ma lokalne maksimum 7 (napisa¢ for-
malng definicje, uzywajac symboliki logicznej)
(b)* Udowodni¢, ze zbior punktoéw z, w ktorych f ma lokalne maksimum, jest prze-
liczalny.

0,

6*. Tle co najwyzej zbioréw mozna otrzymac z danych zbioréw Ay, ..., A, stosujac
operacje U,N 7 (wsk: a moze zastosowa¢ indukcje ?)

7*. Udowodni¢, ze kazdy przeliczalny porzadek liniowy jest izomorficzny z pew-
nym podzbiorem zbioru liczb wymiernych (ze zwyklym porzadkiem).

8*. (a) Udowodni¢, ze w zbiorze R x R (z porzadkiem leksykograficznym) nie
istnieje gesty podzbior przeliczalny A (moéwimy, ze podzbior A porzadku liniowego
X jest gesty, jesli miedzy kazdymi dwoma elementami zbioru X lezy jakis element
zbioru A).

(b) W zbiorze R x R z porzadkiem leksykograficznym wskaza¢ podzbior ograni-
czony, z kresem gornym ale bez kresu dolnego.

(¢) Udowodni¢, ze zbior R x R z porzadkiem leksykograficznym nie jest izomor-
ficzny ze zbiorem R ze zwyklym porzadkiem liniowym.

9. Dlan = 0,1,2,... definiujemy formuly zdaniowe a,(p), Bn(p): ag = By =
Py, Qi1 = (p = an), Bur1 = (B = p) (jak wida¢ definicja jest rekurencyjna).
Dla ktorych n formuty o, 5, sa tautologiami rachunku zdan ? (wsk: zastosowac
indukcje)

10. Zatézmy, ze f: X = Y.

(a) Udowodnié, ze f jest 1 — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : Y — X



taka, ze go f = idyx.
(b) Udowodnié¢, ze funkcja f jest “na” wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
g:Y — X taka, ze fog=1idy.

11*. Znalez¢ zbior A C 7Z taki, ze kazda liczba calkowita moze by¢ przedsta-
wiona jako suma dwoch liczb ze zbioru A (niekoniecznie réznych) na jeden sposob (z
doktadnosciag do kolejnosci sktadnikow).



