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Konwersatorium 9.06.2014. �wizenia 13.06.2013.

0T. Indukja matematyzna jako metoda dowodzenia twierdze«. Zasada indukji

matematyznej. Shemat dowodu przez indukj�: teza indukyjna, pierwszy i drugi

krok indukji, zaªo»enie indukyjne w drugim kroku indukji. Formy równowa»ne

zasadzie indukji matematyznej: zasada minimum, zasada indukji porz¡dkowej.

De�nije rekurenyjne. Dobry porz¡dek. Zasada indukji pozasko«zonej. Ka»dy

zbiór mo»na dobrze uporz¡dkowa¢. Izomor�zm porz¡dkowy. Lizby porz¡dkowe,

liniowe uporz¡dkowanie lizb porz¡dkowyh. Dodawanie i mno»enie lizb porz¡dko-

wyh (nieprzemienno±¢, przykªady). Alefy.

1. (a) Korzystaj¡ wprost z rekurenyjnej de�niji dodawania lizb naturalnyh

oblizy¢ 3 + 4, 5 + 3, 4 + 3, 3 + 5.
(b) Korzystaj¡ wprost z rekurenyjnej de�niji mno»enia lizb naturalnyh oblizy¢

2 · 3, 5 · 3, 3 · 2, 3 · 5 (uwaga: w tym punkie mo»na dodawanie wykonywa¢ w jednym

kroku).

2K. Dany jest zbiór sko«zony X. Udowodni¢ przez indukj�, »e je±li X ma n
elementów, to: zbiór X ×X ma n2 elementów. Sformuªowa¢ tez� indukyjn¡ i oba

kroki indukyjne. W drugim kroku wskaza¢ dowodzon¡ tez� i zaªo»enie indukyjne.

3K. Udowodni¢ przez indukj�, »e je±li i¡g (an) lizb naturalnyh jest rosn¡y,

to an ≥ n.
(a) Napisa¢ tez� indukyjn¡, sªowami i symboliznie.

(b) Sformuªowa¢ i udowodni¢ pierwszy krok indukyjny.

() Sformuªowa¢ drugi krok indukyjny: wskaza¢ tez� do udowodnienia i zaªo»enie

indukyjne. Udowodni¢.

4K. Dowie±¢, »e ka»dy n-k¡t wypukªy na pªaszzy¹nie mo»na podzieli¢ na n −
2 trójk¡ty nieprzeinaj¡ymi si� przek¡tnymi (* Czy zaªo»enie wypukªo±i mo»na

pomin¡¢ ?).

5. Rozstrzygn¡¢, zy prawdziwe s¡ nast�puj¡e warianty zasady indukji mate-

matyznej.

(a) Je±li zahodzi ϕ(0) i dla ka»dej lizby aªkowitej k, ϕ(k) implikuje ϕ(k + 7) i
ϕ(k − 31), to dla ka»dej lizby aªkowitej k zahodzi ϕ(k).

(b) Zaªó»my, »e zahodzi ϕ(0) i dla ka»dej lizby naturalnej k, je±li k jest niepa-

rzyste, to ϕ(k) implikuje ϕ((k + 1)/2l) dla wszystkih l > 0 takih, »e 2l|(k + 1) ,

natomiast gdy k jest parzyste, to ϕ(k) implikuje ϕ(2k+3). Wtedy dla ka»dej lizby

naturalnej k zahodzi ϕ(k).
() Je±li zahodzi ϕ(0) i dla ka»dej lizby naturalnej n, ϕ(n) implikuje ϕ(2n) i

ϕ(2n+ 1), to wtedy dla ka»dej lizby naturalnej n zahodzi ϕ(n).
(d) Je±li istnieje niesko«zenie wiele lizb naturalnyh n, dla któryh ϕ(n) za-

hodzi, oraz dla ka»dej n > 0, je±li ϕ(n) to ϕ(n − 1), to wtedy ϕ(n) dla wszystkih

n ∈ N.

(e) Je±li zahodzi ϕ(0), ϕ(1) i dla ka»dej lizby naturalnej n i ka»dej lizby pierw-

szej p, je±li ϕ(n) to ϕ(n · p), to wtedy dla ka»dego n ∈ N, ϕ(n).
W ka»dym podpunkie napisa¢ dane zdanie u»ywaj¡ symboliki logiznej.
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6. Ci¡g Fibonaiego de�niujemy rekurenyjnie: a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+an+1.

Udowodni¢ przez indukj�, »e

an =

√
5

5

[(

1 +
√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n]

.

Zadania ró»ne (niektóre s¡ trudne)

1. Wskaza¢ podzbiory zbioru lizb wymiernyh Q, a nast�pnie podzbiory zbioru

(0, 1) ∩Q, o typah porz¡dkowyh:

(a) ω,
(b) ω + 1
() ω + ω,
(d) ω · ω.
2*. Znale¹¢ nieprzelizaln¡ rodzin� nieprzelizalnyh rozª¡znyh podzbiorów R.

3*. Mówimy, »e zbiory A,B s¡ prawie rozª¡zne, gdy A ∩ B jest sko«zony.

Znale¹¢ nieprzelizaln¡ rodzin� prawie rozª¡znyh niesko«zonyh podzbiorów N.

4*. Trypodem nazywamy sum� dowolnyh trzeh ró»nyh odinków o jednym

wspólnym ko«u, który jest te» jedynym wspólnym punktem ka»dyh dwóh spo±ród

tyh odinków. Udowodni¢, »e ka»dy zbiór rozª¡znyh trypodów na pªaszzy¹nie jest

przelizalny.

5. Zaªó»my, »e f : R → R.

(a) Co to znazy, »e w punkie x funkja f ma lokalne maksimum ? (napisa¢ for-

maln¡ de�nij�, u»ywaj¡ symboliki logiznej)

(b)* Udowodni¢, »e zbiór punktów x, w któryh f ma lokalne maksimum, jest prze-

lizalny.

6*. Ile o najwy»ej zbiorów mo»na otrzyma¢ z danyh zbiorów A1, . . . , An stosuj¡

operaje ∪,∩ ? (wsk: a mo»e zastosowa¢ indukj� ?)

7*. Udowodni¢, »e ka»dy przelizalny porz¡dek liniowy jest izomor�zny z pew-

nym podzbiorem zbioru lizb wymiernyh (ze zwykªym porz¡dkiem).

8*. (a) Udowodni¢, »e w zbiorze R × R (z porz¡dkiem leksykogra�znym) nie

istnieje g�sty podzbiór przelizalny A (mówimy, »e podzbiór A porz¡dku liniowego

X jest g�sty, je±li mi�dzy ka»dymi dwoma elementami zbioru X le»y jaki± element

zbioru A).
(b) W zbiorze R × R z porz¡dkiem leksykogra�znym wskaza¢ podzbiór ograni-

zony, z kresem górnym ale bez kresu dolnego.

() Udowodni¢, »e zbiór R× R z porz¡dkiem leksykogra�znym nie jest izomor-

�zny ze zbiorem R ze zwykªym porz¡dkiem liniowym.

9. Dla n = 0, 1, 2, . . . de�niujemy formuªy zdaniowe αn(p), βn(p): α0 = β0 =
p, αn+1 = (p ⇒ αn), βn+1 = (βn ⇒ p) (jak wida¢ de�nija jest rekurenyjna).

Dla któryh n formuªy αn, βn s¡ tautologiami rahunku zda« ? (wsk: zastosowa¢

indukj�)

10. Zaªó»my, »e f : X → Y .

(a) Udowodni¢, »e f jest 1− 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkja g : Y → X
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taka, »e g ◦ f = idX .
(b) Udowodni¢, »e funkja f jest �na� wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkja

g : Y → X taka, »e f ◦ g = idY .

11*. Znale¹¢ zbiór A ⊆ Z taki, »e ka»da lizba aªkowita mo»e by¢ przedsta-

wiona jako suma dwóh lizb ze zbioru A (niekonieznie ró»nyh) na jeden sposób (z

dokªadno±i¡ do kolejno±i skªadników).
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