Wstep A, lista 4.

Konwersatorium 30.03.2015, ¢wiczenia 10.04.2015.

0T Kwantyfikatory: zapis formalny, sformutowania potoczne. Kwantyfikatory jako
uogolnione: koniunkcja, alternatywa. Kwantyfikatory zrelatywizowane (ograni-
czone). Kwantyfikowanie po zbiorze pustym. Ttlumaczenie zdan z kwantyfika-
torami przy pomocy cie¢ poziomych i pionowych. Rachunek kwantyfikatorow:
formuty rachunku kwantyfikatorow ich interpretacje. Zasieg kwantyfikatora w
formule, zmienne wolne i zmienne zwiazane. Formuly domkniete (zdania for-
malne). Tautologie rachunku kwantyfikatorow: definicja, przyktady (prawa De
Morgana rach. kwantyfikatoréw, przemiennosé duzych kwantyfikatoréw, prze-
mienno$¢ matych kwantyfikatoréw, rozdzielnos¢ V wzgledem A i 3 wzgledem
V). Rownowaznosé funkcji zdaniowych. Rownowaznosé formut domknietych.
Duzy kwantyfikator jako kwantyfikator domy$lny.

1. Zapisa¢ nastepujace zdania przy pomocy funkcji zdaniowych o podanych za-
kresach, kwantyfikatorow, spojnikéw logicznych, nawiaséow i ewentualnie znaku
rownosci. (wskazowka: niekiedy konieczne jest najpierw odpowiednie przefor-
mulowanie danego zdania; zaczaé od prostszych przykladow)

(a)K Koty to dranie. X = zbior kotéow, p(z) = = to dran, z € X.

(b)K W kazdej rodzinie znajdzie sie czarna owca. Y = zbior rodzin, X = zbior
owiec, p(x) = x jest czarna, z € X, ¢¥(x,y) =z nalezy doy, x € X,y €Y.
(¢)K Kazdy student, ktory przychodzi na egzamin, jest przygotowany. (cie-
kawe, na co...) X = zbior studentoéw, p(z) = x przychodzi na egzamin, z € X,
(x) = x jest przygotowany, x € X.

(d)K Pewien student, ktory przychodzi na egzamin, nie jest przygotowany.
(e)K Kazde rozwigzanie réwnania 7 — 22 + 5 = 0 jest nieujemne. Zdania z
tego i nastepnych trzech podpunktéw zapisac uzywajac standardowej symbo-
liki matematycznej.

(f)K Pewne rozwigzanie réwnania x’ — 2% = 0 jest nieujemne.

(g)K Pewien element zbioru A, ktory nalezy do zbioru B, jest rozwiazaniem
réwnania 27 — 22 +5 = 0.

(h)K Zaden' element zbioru A, ktory nalezy do zbioru B, nie jest rozwigzaniem
rownania x” — 22 + 5 = 0.

(1)K Jezeli sposrod trzech dowolnych prostych na plaszezyznie dwie sa rowno-
leglte, a trzecia jest prostopadita do jednej z nich, to jest tez prostopadta do
drugiej. X = zbior prostych na plaszczyznie, funkcje zdaniowe: z ||y = x iy
sa rownolegle, x,y € X, x L y = x 1 y s prostopadte, x,y € X.

(j)* Istnieja dowolnie duze liczby pierwsze. N = zbior liczb naturalnych,
p(x) = x jest liczba pierwsza, x € N, x < y = x jest mniejsze od y, =,y € N.
(k) Dowolne dwie proste na plaszczyznie przecinaja sie w jednym punkcie lub
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IStowo “zaden” w odniesieniu do zdania przeczacego oznacza to samo, co “kazdy”. Np. “Za-
den chlopiec nie ptacze”, to tyle, co: “Kazdy chlopiec nie ptacze”’ (to drugie zdanie jest jezykowo
niepoprawne, cho¢ dla matematyka Scislejsze)



sa rownolegle. X = zbior prostych na plaszczyznie, Y = zbiér punktéw na
plaszezyznie, = || y = “x i y sa rownolegle”, z,y € X, y € v = “y lezy na
2, xreX,yeyY.

(1) W kazdym mieszkaniu w tym bloku mieszkaja przynajmniej dwie osoby.
Y = zbiér mieszkan w tym bloku, X = zbiér osob, ¢(x,y) = = mieszka w
y, re€ X,yeyY.

(m) W kazdym mieszkaniu w tym bloku mieszkaja co najwyzej dwie osoby.
(funkcje zdaniowe jak w punkcie (f))

(n) Zaden z zolierzy w tym szeregu nie jest wyzszy od sasiada po swojej pra-
wej stronie. X = zbior zolnierzy w tym szeregu, ¢(z,y) = x jest wyzszy od
y, ¥(z,y) = x jest sasiadem y po swojej prawej stronie, z,y € X.

(0) Kazdy ze studentow w tej grupie ma pomyst, ktory zadziwi wszystkich in-
nych studentow w tej grupie. X = zbior studentow w tej grupie, Y = zbior po-
mystow, p(z,y) =z may,xz € X,y €Y, Y(y,2) =y zadziwi z, y € X,z € X.
(p) Kazdy czlowiek zna czlowieka, ktory nie zna zadnego czlowieka, ktory nie
umie czyta¢. X = zbior ludzi, p(z,y) = x zna y, ¥(x) = x umie czytaé,
z,y € X.

(q) Zaden cztowiek nie lubi pracowaé¢. X = zbior ludzi, p(z) = z lubi praco-
wagc.

(r) Nie wszystkie elementy zbioru A sa elementami zbioru B. Funkcje zda-
niowe: x € A, x € B, zakres zmiennosci zmiennej z: przestrzen X zawierajaca
oba zbiory A i B.

(s) Zaden czlowiek nie zna wszystkich tych ludzi, ktorzy go nie znaja. (funkcje
zdaniowe i zakresy takie, jak w punkcie (p))

. Poda¢ konkretne funkcje zdaniowe (predykaty) ¢, na zbiorze liczb rzeczywi-

stych takie, ze odpowiednie zdania sa falszywe ($wiadczy to o tym, ze odpo-
wiednie formuty nie sa tautologiami). Dodatkowo podaé tez takie predykaty
na zbiorze X = {0,1} (wsk: wtedy p(z,y) < R(z,y) dla pewnej relacji R na
zbiorze X).

(a) Bz, y)p(z,y) = VyIrp(z,y)
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Bz, y)e(z,y) = Frp(r, )

Vydrp(z,y) = Vee(z, x)

Vrp(z, x) = (Vz,y)p(z,y)

(e) JxVyp(z,y) = (Vr,y)p(z,y)

w(p(x) Vip(x)) = Vap(r) VVrp(r)

(g) Jzp(x) A Jz(x) = 3x(e(x) A (x)) Zauwazyé jednak, ze kazda z implikacji

odwrotnych jest tu tautologia.



