
Wst�p A, lista 5.

Konwersatorium 13.04.2015, ¢wi
zenia 17.04.2015.

0T. Rela
je: de�ni
ja, nota
ja. Dziedzina i obraz rela
ji. Rela
ja odwrotna. Re-

la
ja ograni
zona (ob
i�ta) do zbioru. Diagram rela
ji na dwó
h zbiora
h. Diagram

rela
ji na jednym zbiorze. Wªasno±
i rela
ji: zwrotno±¢, prze
hodnio±¢ (tranzytyw-

no±¢), symetry
zno±¢, antysymetry
zno±¢, spójno±¢.

1K. Zazna
zy¢ w ukªadzie wspóªrz�dny
h Oxy wykresy nast�puj¡
y
h funk
ji

zdaniowy
h ϕ(x, y). Wszystkie zmienne przebiegaj¡ tu zbiór li
zb rze
zywisty
h.

(a) ∃z(x2 + y2 + z2 = 1) (uwaga: w przypadku, gdy para 〈x, y〉 nale»y do wy-

kresu, wskaza¢ z ∈ R ±wiad
z¡
y o prawdziwo±
i zdania (a), podobna uwaga doty
zy

wszystki
h poni»szy
h funk
ji zdaniowy
h z maªym kwanty�katorem. Kolejna wska-

zówka: najpierw sprawdzi¢, 
zy nasza formuªa jest prawdziwa dla kilku konkretny
h

warto±
i x, y, np. dla 〈x, y〉 = 〈0, 0〉, 〈1/2, 1/2〉, 〈1, 1〉, potem zauwa»y¢ ogóln¡ prawi-

dªowo±¢ i zidenty�kowa¢ obszar ty
h par 〈x, y〉, dla który
h formuªa jest speªniona.

Podobnie post�powa¢ w kolejny
h punkta
h.),

(b) ∀z(x2 + y2 + z2 = 1) (uwaga: w przypadku, gdy para 〈x, y〉 nie nale»y do

wykresu, wskaza¢ z ∈ R ±wiad
z¡
y o faªszywo±
i zdania (b), podobna uwaga doty
zy

wszystki
h poni»szy
h funk
ji zdaniowy
h z du»ym kwanty�katorem),

(
) ∀z(x2 + y2 + z2 > 1),
(d) ∀z(1 < z < 2 ⇒ 2 < x2 + y2 + z2 < 8),
(e) ∃z(1 < z < 2 ⇒ 2 < x2 + y2 + z2 < 8),
(f) ∃z(1 < z < 2 ∧ 2 < x2 + y2 + z2 < 8)
(g) ∃z((x − 1) · (y − 1) · z = 1),
(h) ∃z(|z| < 1 ∧ x = 2y + z),
(i) ∀t∃z((x − 1)t < (y − 1)z) (uwaga: w przypadku, gdy para 〈x, y〉 nale»y do

wykresu, dla ka»dej li
zby t ∈ R wskaza¢ li
zb� z ±wiad
z¡
¡ o prawdziwo±
i zdania

∃z((x − 1)t < (y − 1)z)),
(j) ∃t∀z((x− 1)t < (y− 1)z) (uwaga: w przypadku, gdy para 〈x, y〉 nie nale»y do

wykresu, dla ka»dej li
zby t ∈ R wskaza¢ li
zb� z ±wiad
z¡
¡ o faªszywo±
i zdania

∀z((x − 1)t < (y − 1)z)) ,
(k) ∃t(x = 2t ∧ y = 3t),
(l) ∀t(x = 2t ⇒ y = 3t),
(m) ∃t(x = t2 ∧ y = t3 + 1),
(n) ∀t(x = t2 ⇒ y = t3 + 1).
W ka»dym z przypadków zazna
zy¢ na osia
h Ox oraz Oy odpowiednio wykresy

funk
ji zdaniowy
h ∃yϕ(x, y) oraz ∃xϕ(x, y), gdzie ϕ(x, y) jest funk
j¡ zdaniow¡

badan¡ w danym punk
ie (wsk: wykresy te b�d¡ rzutami na dane osie wykresu

funk
ji zdaniowej ϕ(x, y)). Które z ty
h funk
ji zdaniowy
h s¡ równowa»ne ?

Wskazówka: rozwi¡zuj¡
 to zadanie nie nale»y si� spieszy¢, le
z post�powa¢ roz-

wa»nie, formalizowa¢ dane zdanie stopniowo, etapami.

2. Udowodni¢ lub obali¢ nast�puj¡
e twierdzenia. W ka»dym przykªadzie wska-

za¢ zaªo»enia i tez� oraz zapisa¢ tez� symboli
znie. Które z tez s¡ zdaniami uniwersal-
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nymi, które egzysten
jalnymi, a które nie s¡ ani takie, ani takie ? Dowody prowadzi¢

w sposób naturalny, bez u»y
ia spójników logi
zny
h i symboli kwanty�katorów.

(a) Zaªó»my, »e A i B s¡ zbiorami. Wtedy istnieje zbiór C taki, »e C ⊆ A oraz

B ⊆ C.

(b) Zaªó»my, »e A jest podzbiorem zbioru B. Wtedy istnieje zbiór C taki, »e

B = A ∪ C oraz zbiory A i C s¡ rozª¡
zne.

(
) Nie
h A i B b�d¡ dowolnymi zbiorami rozª¡
znymi. Wtedy ka»dy podzbiór C
zbioru A jest rozª¡
zny ze zbiorem B.

(d) Zaªó»my, »e n i m s¡ li
zbami 
aªkowitymi. Wtedy istniej¡ li
zby 
aªkowite k
i l takie, »e n jest sum¡, a m ró»ni
¡ li
zb k i l.

(e) Nie
h x b�dzie dowoln¡ li
zb¡ rze
zywist¡ wi�ksz¡ od 1. Wtedy ka»da li
zba

rze
zywista y mniejsza od x jest te» mniejsza od li
zby x2
.

(f) Zaªó»my, »e l1 i l2 s¡ prostymi na pªasz
zy¹nie Π. Je±li ka»dy punkt na prostej

l1 jest odlegªy od pewnego punktu na prostej l2 o mniej ni» 1, to proste l1 i l2 s¡
równolegªe. (Uwaga: w zapisie symboli
znym u»y¢ zapisu d(x, y) na ozna
zenie
odlegªo±
i punktów x i y.)

3. Na zbiorze X = {a, b, c, d, e} okre±lona jest rela
ja R o podanym ni»ej dia-

gramie (warianty (1) i (2)). Wypisa¢ wszystkie elementy zbioru {x ∈ X : ϕ(x)},
gdzie

(a) ϕ(x) = (∃y, z)(R(x, y) ∧ R(x, z) ∧ y 6= z),

(b) ϕ(x) = ∀y(R(x, y) ⇒ ∃xR(y, x)),

(
) ϕ(x) = ∀y(R(x, y) ⇒ ∃z(R(y, z) ∧ ¬R(x, z))),

(d) ϕ(x) = ∃y(R(x, y) ∧ ∀z(y 6= z ∧R(x, z) ⇒ R(y, z))).

W ka»dym przypadku najpierw uwa»nie prze
zyta¢ i zrozumie¢, 
o mówi ϕ(x).
X

a

b

cd

e

X

a

b

cd

e

(1) (2)

4. Zapisa¢ symboli
znie nast�puj¡
e funk
je zdaniowe. Wszystkie zmienne prze-

biegaj¡ zbiór li
zb naturalny
h. (wsk: niekiedy trzeba dan¡ funk
j� zdaniow¡ prze-

formuªowa¢, by uwido
zni¢ kwanty�katory)
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(a) x jest li
zb¡ parzyst¡.

(b) x jest sum¡ kwadratów dwó
h li
zb naturalny
h (niekonie
znie ró»ny
h).

(
) x jest li
zb¡ pierwsz¡.

(d) x nie jest li
zb¡ pierwsz¡.

(e) x jest wspólnym dzielnikiem li
zb y i z.

(f) x jest najwi�kszym wspólnym dzielnikiem li
zb y i z.

(g) Przy dzieleniu przez 4 li
zba x daje reszt� 1 lub 2.
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