Wstep A, lista 5.

Konwersatorium 13.04.2015, ¢wiczenia 17.04.2015.

0T. Relacje: definicja, notacja. Dziedzina i obraz relacji. Relacja odwrotna. Re-
lacja ograniczona (obcieta) do zbioru. Diagram relacji na dwoch zbiorach. Diagram
relacji na jednym zbiorze. Wlasnosci relacji: zwrotnosé, przechodnio$é (tranzytyw-
nosé¢), symetrycznos$é, antysymetrycznosé, spojnosc.

1K. Zaznaczy¢ w uktadzie wspotrzednych Oxy wykresy nastepujacych funkeji
zdaniowych o(z,y). Wszystkie zmienne przebiegaja tu zbior liczb rzeczywistych.

(a) Jz(x® + y? + 2% = 1) (uwaga: w przypadku, gdy para {x,y) nalezy do wy-
kresu, wskazac¢ z € R $wiadczacy o prawdziwosci zdania (a), podobna uwaga dotyczy
wszystkich ponizszych funkcji zdaniowych z malym kwantyfikatorem. Kolejna wska-
zowka: najpierw sprawdzié¢, czy nasza formula jest prawdziwa dla kilku konkretnych
wartosci x, y, np. dla (x,y) = (0,0), (1/2,1/2), (1, 1), potem zauwazy¢ ogolna prawi-
dtowosé i zidentyfikowaé obszar tych par (z,y), dla ktorych formuta jest spelniona.
Podobnie postepowaé¢ w kolejnych punktach.),

(b) Vz(2? +y? + 22 = 1) (uwaga: w przypadku, gdy para (z,y) nie nalezy do
wykresu, wskaza¢ z € R §wiadczacy o falszywosci zdania (b), podobna uwaga dotyczy
wszystkich ponizszych funkeji zdaniowych z duzym kwantyfikatorem),

(¢) Va(z® + y* + 22 > 1),

) V2(l <2< 2=2<2? +y + 22 < 8),
e) (1 <2<2=2<2? +y + 22 < 8),
f) J2(1<z<2A2<2?+y*+ 22 <8)
g) Fx((w—1)- (y—1)-2 = 1),
h) Fz(]z] < 1Az =2y + 2),
i) Vt3z((z — 1)t < (y — 1)z) (uwaga: w przypadku, gdy para (x,y) nalezy do
wykresu, dla kazdej liczby ¢t € R wskazaé liczbe 2z $§wiadczaca o prawdziwosci zdania
B((z — 1)t < (y — 1)2)),

(j) ItVz((x — 1)t < (y—1)z) (uwaga: w przypadku, gdy para (z,y) nie nalezy do
wykresu, dla kazdej liczby ¢ € R wskazaé liczbe z Swiadczaca o falszywosci zdania
Va((z =Dt < (y—1)z2)) ,

(k) Jt(x =2t Ay = 3t),

(1) Vt(z = 2t = y = 3t),

(m) Itz =2 Ay =13+1),

) Vi(x =t* =y =1>+1).

W kazdym z przypadkoéw zaznaczy¢ na osiach Ox oraz Oy odpowiednio wykresy
funkcji zdaniowych Jyp(x,y) oraz Jrp(z,y), gdzie (x,y) jest funkcja zdaniowa
badang w danym punkcie (wsk: wykresy te beda rzutami na dane osie wykresu
funkcji zdaniowej ¢(x,y)). Ktore z tych funkeji zdaniowych sg rownowazne ?

Wskazowka: rozwiazujac to zadanie nie nalezy sie spieszy¢, lecz postepowaé roz-
waznie, formalizowa¢ dane zdanie stopniowo, etapami.

2. Udowodnié¢ lub obali¢ nastepujace twierdzenia. W kazdym przyktadzie wska-
zac zalozenia i teze oraz zapisac teze symbolicznie. Ktore z tez sa zdaniami uniwersal-
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nymi, ktore egzystencjalnymi, a ktore nie sg ani takie, ani takie 7 Dowody prowadzié¢
w sposob naturalny, bez uzycia spojnikow logicznych i symboli kwantyfikatorow.

(a) Zalozmy, ze A i B sa zbiorami. Wtedy istnieje zbior C' taki, ze C' C A oraz
B CC.

(b) Zalozmy, ze A jest podzbiorem zbioru B. Wtedy istnieje zbior C' taki, ze
B = AU C oraz zbiory A i C sa roztaczne.

(c) Niech A i B beda dowolnymi zbiorami roztacznymi. Wtedy kazdy podzbior C
zbioru A jest roztaczny ze zbiorem B.

(d) Zalozmy, ze n i m sa liczbami catkowitymi. Wtedy istnieja liczby catkowite k
i [ takie, ze n jest suma, a m roznicg liczb ki (.

(e) Niech x bedzie dowolna liczba rzeczywista wieksza od 1. Wtedy kazda liczba
rzeczywista y mniejsza od x jest tez mniejsza od liczby 2.

(f) Zalozmy, ze [y i ls sa prostymi na plaszczyznie II. Jesli kazdy punkt na prostej
[y jest odlegly od pewnego punktu na prostej [, 0 mniej niz 1, to proste [y i [y s3
rownolegte. (Uwaga: w zapisie symbolicznym uzy¢ zapisu d(x, y) na oznaczenie
odleglosci punktow = i y.)

3. Na zbiorze X = {a,b,c,d, e} okreslona jest relacja R o podanym nizej dia-
gramie (warianty (1) i (2)). Wypisa¢ wszystkie elementy zbioru {x € X : p(2)},
gdzie

(a) ¢(x) = (Jy, 2)(R(z,y) A R(z,2) Ny # 2),
(b) »(z) =Vy(R(z,y) = FxR(y, v)),
(c) w(@) =Vy(R(z,y) = F=(R(y, z) A =R(z, 2))),
(d) ¢(z) =Ty(R(z,y) A\Vz(y # 2 A R(z, 2) = R(y, 2))).
W kazdym przypadku najpierw uwaznie przeczytac i zrozumied, co mowi o(z).
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4. Zapisa¢ symbolicznie nastepujace funkcje zdaniowe. Wszystkie zmienne prze-
biegaja zbior liczb naturalnych. (wsk: niekiedy trzeba dana funkcje zdaniowa prze-
formutowac, by uwidocznié kwantyfikatory)




(a) x jest liczbg parzysta.
(b) z jest suma kwadratéw dwoch liczb naturalnych (niekoniecznie roznych).

c) z jest liczba pierwsza.
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(d) « nie jest liczba pierwsza,
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e) x jest wspolnym dzielnikiem liczb y i 2.

(
(f) « jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb y i z.

(g) Przy dzieleniu przez 4 liczba z daje reszte 1 lub 2.



