
Wst�p A, lista 6.

Konwersatorium 20.04.2015, ¢wizenia 24.04.2015.

0T. Relaje z�±iowego porz¡dku i liniowego porz¡dku. Elementy porówny-

walne w sensie relaji porz¡dku. Poprzednik, nast�pnik. Diagramy Hassego. Ele-

menty maksymalne, minimalne, najmnejsze, najwi�ksze. �a«uh. Ogranizenie

górne(dolne), kres górny (dolny) danego zbioru. Porz¡dek leksykogra�zny.

1K. Na zbiorze X = R2
de�niujemy relaj� z�±iowego porz¡dku ≤ wzorem:

〈x, y〉 ≤ 〈u, v〉 ⇔ x ≤ u ∧ y ≤ v.

(a) Zaznazy¢ w ukªadzie wspóªrz�dnyh Oxy zbiór par porównywalnyh z par¡ 〈2, 1〉
(ogólniej: z dan¡ par¡ 〈u, v〉).
(b) Które z nast�puj¡yh zbiorów s¡ ªa«uhami w X ?

A1 = {〈x, x〉 : x ∈ Z}, A2 = {〈x, y〉 : x2+ y2 ≤ 1}, A3 = {〈x, y〉 : y = mx+n} (m,n

to ustalone parametry rzezywiste), A4 = {〈x, y〉 : |x| < 1 ∧ |y| < 2},
A5 = {〈x, y〉 : x ≥ 0 ∧ y ≥ 0}.
() Które ze zbiorów w (b) maj¡ ogranizenie górne lub dolne ? Wyznazy¢ zbiory

tyh ogranize«. Wyznazy¢ kresy górne i dolne (o ile istniej¡).

(d) Ogranizaj¡ relaj� ≤ kolejno do zbiorów podanyh w (b) sprawdzi¢, zy maj¡

one w tyh zbiorah elementy maksymalne i jakie to s¡ elementy.

2. Nieh A = {0, 1, 2}. Relaja inkluzji ⊆ jest z�±iowym porz¡dkiem na zbiorze

X = P(A).
(a) Wypisa¢ i nazwa¢ literami a, b, c, d, e, f, g, h wszystkie podzbiory zbioru A (tzn.

elementy zbioru X).

(b) Narysowa¢ diagram Hassego relaji ze±iowego porz¡dku ⊆ na zbiorze X =
{a, b, c, d, e, f, g, h}.

3. Rozwa»my zbiór N z�siowo uporz¡dkowany przez relaj� n|m (tu: n|0 dla

wszystkih n). Nieh A = {2, 3, 5, 4, 6, 10, 15}.
(a) Narysowa¢ diagram Hassego relaji n|m ogranizonej do zbioru A.

(b) Znale¹¢ kresy dolny i górny zbioru A w zbiorze N.

() Które elementy w zbiorze A s¡ minimalne lub maksymalne ? (wzgl�dem relaji

n|m obi�tej do zbioru A)

4. Na zbiorze X = R2
de�niujemy relaj� � wzorem:

〈x, y〉 � 〈u, v〉 ⇔ x < u ∨ (x = u ∧ y ≤ v).

(a) Zaznazy¢ w ukªadzie wspóªrz�dnyh Oxy zbiory punktów:

U = {〈x, y〉 ∈ R2 : 〈1, 2〉 � 〈x, y〉}, V = {〈x, y〉 ∈ R2 : 〈1, 2〉 � 〈x, y〉}

oraz analogizne zbiory dla par 〈u, v〉 ∈ R2
zamiast 〈1, 2〉.

(b)Sprawdzi¢, »e � jest porz¡dkiem liniowym na zbiorze X (zwanym porz¡dkiem

leksykogra�znym, w podobny sposób porz¡dkuje si� hasªa w enyklopedii).

()* Napisa¢ analogizn¡ de�nij� porz¡dku leksykogra�znego na zbiorze R5
.

5. Nieh A = {a, b, c}, gdzie a, b, c to ró»ne przedmioty. Zde�niowa¢ na zbiorze

A relaj� R, która jest

1



(a) zwrotna, lez nie symetryzna i nie antysymetryzna,

(b) symetryzna i przehodnia, lez nie zwrotna,

() antysymetryzna i zrwotna, lez nie przehodnia.

W ka»dym przypadku dodatkowo narysowa¢ diagram relaji R. Ponadto w ka»dym

przypadku rozstrzygn¡¢, ile jest ró»nyh relaji R o »¡danyh wªasno±iah.

6. Zaªó»my, »e ≤ jest liniowym porz¡dkiem na zbiorze X , za± A ⊆ X . U»ywaj¡

funkji zdaniowyh x ≤ y oraz x ∈ A (gdzie zmienne x, y przebiegaj¡ zbiór X) oraz

symboli logiznyh i 6=,∈, 6∈) napisa¢ zdania i funkje zdaniowe:

(a) x jest nast�pnikiem y.

() Ka»dy nast�pnik x jest poprzednikiem y.

(d) Pewien nast�pnik x jest poprzednikiem y. (uwaga: zy funkje zdaniowe z punktu

() i (d) s¡ równowa»ne ?)

(e) x jest mniejsze od y i mi�dzy x i y s¡ przynajmniej dwa ró»ne elementy zbioru

X .

(f) x jest kresem górnym zbioru A,

(g) x jest kresem dolnym zbioru A.

Nastepnie napisa¢ zaprzezenia tyh funkji zdaniowyh oraz przeksztaªi¢ je rów-

nowa»nie (korzystaj¡ z praw de Morgana), by wyeliminowa¢ u»yie negaji. (wska-

zówka: punkty (f) i (g) byªy na wykªadzie i w skrypie, ¬x ≤ y ⇔ y ≤ x ∧ x 6= y).

7. Które z nast�puj¡yh relaji s¡ (1) zwrotne, (2) symetryzne, (3) antysyme-

tryzne, (4) przehodnie, (5) spójne ? W przypadku relaji na R naszkiowa¢ zbiór

R w ukªadzie wspóªrz�dnyh Oxy (o ile jest to mo»liwe)

(a) R = {〈x, y〉 ∈ Z2 : 3 | x− y}

(b) R = {〈x, y〉 ∈ N2 : 2 | x+ y}

() R = {〈x, y〉 ∈ Z2 : x = 2 ∧ y = 3}

(d) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : x2 = y2}

(e) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : x2 6= y2}

(f) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : x3 = y2}

(g) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : |x|+ |y| 6= 3}

(h) R = {〈x, y〉 ∈ N2 : (x ≤ 5 ∧ y ≤ 5 ∧ x = y) ∨ (x > 5 ∧ y > 5 ∧ 2|x+ y)}

(i) R = {〈x, y〉 ∈ N2 : x > y ∨ y > x}

(j) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : x− y ∈ Q}

(k) R = {〈x, y〉 ∈ R2 : x− y ∈ N}

(l)* R = {〈X, Y 〉 ∈ P(N)2 : X△Y jest zbiorem sko«zonym}
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Uwaga: ka»dy podpunkt w tym zadaniu mo»e by¢ praohªonny. By rostrzygn¡¢, zy

dana relaja ma rozwa»an¡ wªasno±¢, nale»y rozstrzygn¡¢, zy odpowiednie zdanie

(de�niuj¡e dan¡ wªasno±¢) jest w danym przypadku prawdziwe.
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