Wstep A, lista 6.

Konwersatorium 20.04.2015, ¢wiczenia 24.04.2015.

0T. Relacje czesciowego porzadku i liniowego porzadku. Elementy poroéwny-
walne w sensie relacji porzadku. Poprzednik, nastepnik. Diagramy Hassego. FEle-
menty maksymalne, minimalne, najmnejsze, najwieksze. FYaricuch. Ograniczenie
gorne(dolne), kres gorny (dolny) danego zbioru. Porzadek leksykograficzny.

1K. Na zbiorze X = R? definiujemy relacje czesciowego porzadku < wzorem:

(x,y) < (u,v) x<uihy<o.

(a) Zaznaczy¢ w uktadzie wspotrzednych Ozy zbior par porownywalnych z parg (2, 1)
(ogolniej: z dang parg (u,v)).
(b) Ktore z nastepujacych zbioréow sa tancuchami w X ?
Ay ={{z,z) 2z €Z}, Ay ={{x,y) : 2> +y* <1}, A3 ={(z,y) : y = mxz+n} (m,n
to ustalone parametry rzeczywiste), Ay = {(z,y) : |z| < 1 A |y| < 2},
As = {(z,y) :x > 0Ay > 0}.
(c) Ktore ze zbiorow w (b) maja ograniczenie gorne lub dolne 7 Wyznaczy¢ zbiory
tych ograniczen. Wyznaczy¢ kresy gorne i dolne (o ile istnieja).
(d) Ograniczajac relacje < kolejno do zbioréw podanych w (b) sprawdzi¢, czy maja
one w tych zbiorach elementy maksymalne i jakie to sa elementy.

2. Niech A = {0, 1,2}. Relacja inkluzji C jest czesciowym porzadkiem na zbiorze
X =P(A).
(a) Wypisa¢ i nazwac literami a, b, ¢, d, e, f, g, h wszystkie podzbiory zbioru A (tzn.
elementy zbioru X).
(b) Narysowa¢ diagram Hassego relacji czesciowego porzadku C na zbiorze X =
{a,b,c,d,e, f,g,h}.

3. Rozwazmy zbior N czesciowo uporzadkowany przez relacje n|m (tu: n|0 dla
wszystkich n). Niech A ={2,3,5,4,6,10,15}.
(a) Narysowa¢ diagram Hassego relacji n|m ograniczonej do zbioru A.
(b) Znalez¢ kresy dolny i gorny zbioru A w zbiorze N.
(c) Ktore elementy w zbiorze A sa minimalne lub maksymalne 7 (wzgledem relacji
n|m obcietej do zbioru A)

4. Na zbiorze X = R? definiujemy relacje < wzorem:

(x,y) R(u,v) x<uV(r=uAy<v).
(a) Zaznaczy¢ w uktadzie wspolrzednych Ozy zbiory punktow:

U={{z,y) €eR*: (1,2) Z(z,y)}, V ={(a,y) €R*:(1,2) = (z.,9)}

oraz analogiczne zbiory dla par (u,v) € R? zamiast (1,2).
(b)Sprawdzi¢, ze < jest porzadkiem liniowym na zbiorze X (zwanym porzadkiem
leksykograficznym, w podobny sposob porzadkuje sie hasta w encyklopedii).
(c)* Napisa¢ analogiczna definicje porzadku leksykograficznego na zbiorze R5.

5. Niech A = {a,b,c}, gdzie a,b,c to rozne przedmioty. Zdefiniowaé na zbiorze
A relacje R, ktora jest



(a) zwrotna, lecz nie symetryczna i nie antysymetryczna,
(b) symetryczna i przechodnia, lecz nie zwrotna,
(c) antysymetryczna i zrwotna, lecz nie przechodnia.

W kazdym przypadku dodatkowo narysowa¢ diagram relacji R. Ponadto w kazdym
przypadku rozstrzygnac, ile jest roznych relacji R o zadanych wtasnosciach.

6. Zalozmy, ze < jest liniowym porzadkiem na zbiorze X, zas A C X. Uzywajac
funkcji zdaniowych x < y oraz x € A (gdzie zmienne x,y przebiegaja zbior X) oraz
symboli logicznych i #, €, &) napisa¢ zdania i funkcje zdaniowe:

(a) z jest nastepnikiem y.

(c) Kazdy nastepnik x jest poprzednikiem y.

(d) Pewien nastepnik x jest poprzednikiem y. (uwaga: czy funkcje zdaniowe z punktu
(c) i (d) sa rownowazne ?)

(e) x jest mniejsze od y i miedzy x i y sa przynajmniej dwa rozne elementy zbioru

(f) x jest kresem gornym zbioru A,

(g) z jest kresem dolnym zbioru A.

Nastepnie napisa¢ zaprzeczenia tych funkcji zdaniowych oraz przeksztalcié¢ je row-

nowaznie (korzystajac z praw de Morgana), by wyeliminowa¢ uzycie negacji. (wska-

zowka: punkty (f) i (g) byly na wykltadzie i w skrypcie, - <y <y < x Az #y).
7. Ktore z nastepujacych relacji sa (1) zwrotne, (2) symetryczne, (3) antysyme-

tryczne, (4) przechodnie, (5) spojne ? W przypadku relacji na R naszkicowaé zbior

R w uktadzie wspolrzednych Ozy (o ile jest to mozliwe)

={{z,y) €Z?:3 |z -y}

{{z,y) eN*: 2|z +y}

{z,y) €Z? 2 =2Ny =23}
{{z,y) eR?:2? = ¢}
{{z,y) e R?: 2 # 7}

{{z.y) e R?: 2% =y}
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{{z,y) € R?: |2 + |y| # 3}

{r,y) eN?: (2 <HAy<bAz=y)V(r>5Ay>5A2z+y)}
{
{{z,y) eR* 12—y € Q}

{{z,y) e R?: x —y € N}

r,y) eN? 2z >yVy >z}

:U:Ubombo:omm:cbo:u:u

{{X,Y) € P(N)?: XAY jest zbiorem skoriczonym }
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Uwaga: kazdy podpunkt w tym zadaniu moze by¢ pracochtonny. By rostrzygnaé, czy
dana relacja ma rozwazana wlasnosé, nalezy rozstrzygnac, czy odpowiednie zdanie
(definiujace dang wlasnosé) jest w danym przypadku prawdziwe.



