Wstep A, lista 7.

Konwersatoria: 27.04.2015 i 4.05.2015. Cwiczenia: 8.05.2015.

1. T Partycja zbioru X. Relacja rownowaznosci: definicja, klasa abstrakcji, za-
sada abstrakcji, zbior ilorazowy. Funkcje: definicja, dziedzina, obraz, wykres.
Przyklady funkcji (w tym rzuty na osie w produkcie kartezjanskim). Injekcja,
surjekcja, bijekcja. Funkcja odwrotna. Sktadanie funkcji, tgczno$é. Ogranicza-
nie i rozszerzanie funkcji.

2. KZbior X sktada sie z 2 kwiatkow czerwonych, 3 kwiatkow zottych i 3 kwiatkow
niebieskich. Okreslamy na zbiorze X relacje rownowazno$ci wzorem:

r ~1y <= xiy sy tego samego koloru.

(a) Tle elementow ma zbior ilorazowy X/ ~ 7
(b) Dany jest podzbior A zbioru X. Uzywajac symboli matematycznych, lo-
gicznych i ~ zapisa¢ symbolicznie zdanie:

(¥) W zbiorze A nie ma dwoch roznych kwiatkow tego samego koloru.

(b) Ile jest podzbioréw A zbioru X o whasnosci (%) ?

3. K (a) Poda¢ przyklad partycji (podzialu) zbioru X = {0,1,2,3,4} na trzy
zbiory. Wypisac¢ elementy tej partycji.
(b) Napisa¢ relacje rownowaznosci R na zbiorze X, ktorej klasami abstrakcji
sa zbiory naszej partycji. Napisa¢ R jako zbior par uporzadkowanych.
(c) Tle jest roznych partycji zbioru X na trzy zbiory 7 Ile jest réznych relacji
rownowaznosci na zbiorze X o trzech klasach abstrakeji 7

4. K Ile jest roznych relacji rownowaznosci na zbiorze Z = {0,1,2} 7 (wskazowka:
ile jest roznych partycji zbioru Z7?)

5. K Okreslamy relacje ~ na zbiorze X = P(N) przezz A ~ B <— AAB C
{0,1,2}.
(a) Udowodni¢, ze A~ B <= A\{0,1,2} = B\ {0,1,2}.
(b) Udowodnié¢, ze ~ jest relacja rownowaznoSci.
(c) Wypisa¢ wszystkie elementy klasy abstrakcji zbioru nieparzystych liczb na-
turalnych.

6. K Sprawdzié, ze kazda z ponizszych relacji na zbiorze X jest relacjg réwnowaz-
nosci.
(a) X =Z, n~m < 3|(n—m),
(b) X =R%v=(}) € R%
r~ys (IreR)(z—y=rv).

W kazdym przypadku opisa¢ klasy abstrakcji. W (b) zrobié¢ rysunek.
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K Na ile sposobéw mozna wybraé¢ podzbior A zbioru liczb naturalnych N, by
roznica zadnych dwoch réznych liczb z A nie dzielita sie przez 57

K Zatézmy, ze ~1, ~5 sa relacjami rownowazno$ci na zbiorze X oraz ~; ma 3,
a ~o b klas abstrakcji. Czy wtedy relacje:

(a) R =1 U ~9, (b) S =~V N ~9

tez sa relacjami rownowaznosci 7 Jesli tak, to co mozna powiedzie¢ o liczbie
klas abstrakcji tych nowych relacji 7

K Zalozmy, ze ~ jest relacja rownowaznosci na zbiorze X, a € X oraz b € [a] ~.
Udowodnié¢, ze [a] ~ = [b] ~.

Zalozmy, ze A, B C R. Udowodni¢ nastepujace twierdzenia.

(a) Zalozmy, 7e liczba ¢ ogranicza 7z gory zbior A oraz ogranicza z dotu zbior
B. Wtedy dla kazdych liczb a € Aib € B mamy a < b.

(b) Zalozmy, 7e kazda liczba a € A ogranicza 7 dotu zbior B. Wtedy kazda
liczba b € B ogranicza z gory zbior A.

(c) Zalozmy, ze liczba a oganicza z gory zbior A. Wtedy liczba —a ogranicza z
dotu zbior —A = {—z : z € A}.

(d)* Zalozmy, 7ze liczba a jest kresem gornym zbioru A oraz b jest kresem
gornym zbioru B. Wtedy liczba a + b jest kresem gérnym zbioru A + B =
{r+y:2€ ANy € B}.

Zbior X sktada sie z 2 kwiatkow czerwonych i 3 kwiatkéw zottych.

(a) Zdefiniowa¢ funkcje f : X — X taka, ze kolor kwiatka x jest zawsze inny
niz kolor kwiatka f(z).

(b) Ile jest takich funkcji 7 Cgzy istnieje taka funkcja, ktora jest 1-1 7 Czy
istnieje taka funkcja, ktora jest “na” ?

Podac¢ przyktad funkcji f: R — R ktora:

(a) jest 1-1, ale nie jest “na”,

(b) jest “na”, ale nie jest 1-1.

(c) ma te wlasnos¢, ze f o g jest 1-1, lecz g o f nie jest 1-1. Tug: R — R
oznacza funkcje dana wzorem g(z) = €.

(d) ma te wlasnos¢, ze f o g jest “na” (g to funkcja z punktu (c)).

Dla podanych funkeji f i g znalez¢ ich ztozenie go f i fog. (tzn. podaé¢ wzor
lub opisa¢ stowami (g o f)(x)). Rozstrzygnac, /ktore z tych funkeji sa 1 — 1,
“na”. W przypadku, gdy f jest bijekcja, znalez¢ funkcje f—1.

(a) X =zbior kol na plaszczyznie R?, f : X — R? f(z) = srodek kota =,
g:R? = X, g(x) =kolo o $rodku z i promieniu ||z|| + 1. Znalez¢ zbior tych
kot z, dla ktorych gf(x) = z. Znalezé przekrdj wszystkich tych kot.

(b) f,g: R = R, g(x) =22? — 1, f(x) = 2®+ 1. Narysowa¢ wykres funkcji
gofif™

() [ R =R, f(r,y) =22 —1y% g: R—->R? g(z)=(z+ 1,2 —1).

Zatozmy, ze f: X - Yig:Y — Z.
(a) Udowodni¢, ze jesli f jest bijekcja, to fo f~r =idy, f~lo f=1idy.
(b) Udowodni¢, ze jesli f jest bijekcja, to (f~1)~! = f.
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(¢) Udowodnié, ze jesli figsa 1-1, to go f tez jest 1-1.

(d) Udowodni¢, ze jesli go f jest 1-11 f jest “na”, to g jest 1-1. Podaé przyktad,
gdzie g o f jest 1-1, lecz g nie jest 1-1.

(e) Udowodnié, ze jesli go f jest “na” i g jest 1-1, to f jest “na”. Podac przyktad,
gdzie g o f jest “na”, lecz f nie jest “na”.

Wskazowka: pomocniczo zrobi¢ rysunek, zastosowaé¢ gonitwe po diagramie.

* Udowodnié, ze kazda bijekcje f : X — X mozna przedstawié¢ jako zlozenie
dwoch bijekeji g, h: X — X takich, ze g =g 'ih=h"%



