
Wst�p A, lista 7.

Konwersatoria: 27.04.2015 i 4.05.2015. �wi
zenia: 8.05.2015.

1. T Party
ja zbioru X . Rela
ja równowa»no±
i: de�ni
ja, klasa abstrak
ji, za-

sada abstrak
ji, zbiór ilorazowy. Funk
je: de�ni
ja, dziedzina, obraz, wykres.

Przykªady funk
ji (w tym rzuty na osie w produk
ie kartezja«skim). Injek
ja,

surjek
ja, bijek
ja. Funk
ja odwrotna. Skªadanie funk
ji, ª¡
zno±¢. Ograni
za-

nie i rozszerzanie funk
ji.

2. K ZbiórX skªada si� z 2 kwiatków 
zerwony
h, 3 kwiatków »óªty
h i 3 kwiatków

niebieski
h. Okre±lamy na zbiorze X rela
j� równowa»no±
i wzorem:

x ∼ y ⇐⇒ x i y s¡ tego samego koloru.

(a) Ile elementów ma zbiór ilorazowy X/ ∼ ?

(b) Dany jest podzbiór A zbioru X . U»ywaj¡
 symboli matematy
zny
h, lo-

gi
zny
h i ∼ zapisa¢ symboli
znie zdanie:

(∗) W zbiorze A nie ma dwó
h ró»ny
h kwiatków tego samego koloru.

(b) Ile jest podzbiorów A zbioru X o wªasno±
i (∗) ?

3. K (a) Poda¢ przykªad party
ji (podziaªu) zbioru X = {0, 1, 2, 3, 4} na trzy

zbiory. Wypisa¢ elementy tej party
ji.

(b) Napisa¢ rela
j� równowa»no±
i R na zbiorze X , której klasami abstrak
ji

s¡ zbiory naszej party
ji. Napisa¢ R jako zbiór par uporz¡dkowany
h.

(
) Ile jest ró»ny
h party
ji zbioru X na trzy zbiory ? Ile jest ró»ny
h rela
ji

równowa»no±
i na zbiorze X o trze
h klasa
h abstrak
ji ?

4. K Ile jest ró»ny
h rela
ji równowa»no±
i na zbiorze Z = {0, 1, 2} ? (wskazówka:

ile jest ró»ny
h party
ji zbioru Z?)

5. K Okre±lamy rela
j� ∼ na zbiorze X = P(N) przez: A ∼ B ⇐⇒ A△B ⊆
{0, 1, 2}.
(a) Udowodni¢, »e A ∼ B ⇐⇒ A \ {0, 1, 2} = B \ {0, 1, 2}.
(b) Udowodni¢, »e ∼ jest rela
j¡ równowa»no±
i.

(
) Wypisa¢ wszystkie elementy klasy abstrak
ji zbioru nieparzysty
h li
zb na-

turalny
h.

6. K Sprawdzi¢, »e ka»da z poni»szy
h rela
ji na zbiorze X jest rela
j¡ równowa»-

no±
i.

(a) X = Z, n ∼ m ⇔ 3|(n−m),
(b) X = R

2, v =
(

1

2

)

∈ R
2.

x ∼ y ⇔ (∃r ∈ R)(x− y = rv).

W ka»dym przypadku opisa¢ klasy abstrak
ji. W (b) zrobi¢ rysunek.
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7. K Na ile sposobów mo»na wybra¢ podzbiór A zbioru li
zb naturalny
h N, by

ró»ni
a »adny
h dwó
h ró»ny
h li
zb z A nie dzieliªa si� przez 5?

8. K Zaªó»my, »e ∼1,∼2 s¡ rela
jami równowa»no±
i na zbiorze X oraz ∼1 ma 3,
a ∼2 5 klas abstrak
ji. Czy wtedy rela
je:

(a) R =∼1 ∪ ∼2, (b) S =∼1 ∩ ∼2

te» s¡ rela
jami równowa»no±
i ? Je±li tak, to 
o mo»na powiedzie¢ o li
zbie

klas abstrak
ji ty
h nowy
h rela
ji ?

9. K Zaªó»my, »e ∼ jest rela
j¡ równowa»no±
i na zbiorze X , a ∈ X oraz b ∈ [a]
∼
.

Udowodni¢, »e [a]
∼
= [b]

∼
.

10. Zaªó»my, »e A,B ⊆ R. Udowodni¢ nast�puj¡
e twierdzenia.

(a) Zaªó»my, »e li
zba c ograni
za z góry zbiór A oraz ograni
za z doªu zbiór

B. Wtedy dla ka»dy
h li
zb a ∈ A i b ∈ B mamy a ≤ b.
(b) Zaªó»my, »e ka»da li
zba a ∈ A ograni
za z doªu zbiór B. Wtedy ka»da

li
zba b ∈ B ograni
za z góry zbiór A.
(
) Zaªó»my, »e li
zba a ogani
za z góry zbiór A. Wtedy li
zba −a ograni
za z

doªu zbiór −A = {−x : x ∈ A}.
(d)* Zaªó»my, »e li
zba a jest kresem górnym zbioru A oraz b jest kresem

górnym zbioru B. Wtedy li
zba a + b jest kresem górnym zbioru A + B =
{x+ y : x ∈ A ∧ y ∈ B}.

11. Zbiór X skªada si� z 2 kwiatków 
zerwony
h i 3 kwiatków »óªty
h.

(a) Zde�niowa¢ funk
j� f : X → X tak¡, »e kolor kwiatka x jest zawsze inny

ni» kolor kwiatka f(x).
(b) Ile jest taki
h funk
ji ? Czy istnieje taka funk
ja, która jest 1-1 ? Czy

istnieje taka funk
ja, która jest �na� ?

12. Poda¢ przykªad funk
ji f : R → R która:

(a) jest 1-1, ale nie jest �na�,

(b) jest �na�, ale nie jest 1-1.

(
) ma t� wªasno±¢, »e f ◦ g jest 1-1, le
z g ◦ f nie jest 1-1. Tu g : R → R

ozna
za funk
j� dan¡ wzorem g(x) = ex.
(d) ma t� wªasno±¢, »e f ◦ g jest �na� (g to funk
ja z punktu (
)).

13. Dla podany
h funk
ji f i g znale¹¢ i
h zªo»enie g ◦ f i f ◦ g. (tzn. poda¢ wzór
lub opisa¢ sªowami (g ◦ f)(x)). Rozstrzygn¡
, /które z ty
h funk
ji s¡ 1 − 1,
�na�. W przypadku, gdy f jest bijek
j¡, znale¹¢ funk
j� f−1

.

(a) X =zbiór kól na pªasz
zy¹nie R
2
, f : X → R

2
, f(x) = ±rodek koªa x,

g : R2 → X, g(x) =koªo o ±rodku x i promieniu ‖x‖ + 1. Znale¹¢ zbiór ty
h

kóª x, dla który
h gf(x) = x. Znale¹¢ przekrój wszystki
h ty
h kóª.

(b) f, g : R → R, g(x) = 2x2 − 1, f(x) = x3 + 1. Narysowa¢ wykres funk
ji

g ◦ f i f−1
.

(
) f : R2 → R, f(x, y) = x2 − y2, g : R → R
2
, g(x) = (x+ 1, x− 1).

14. Zaªó»my, »e f : X → Y i g : Y → Z.
(a) Udowodni¢, »e je±li f jest bijek
j¡, to f ◦ f−1 = idY , f−1 ◦ f = idX .
(b) Udowodni¢, »e je±li f jest bijek
j¡, to (f−1)−1 = f .

2



(
) Udowodni¢, »e je±li f i g s¡ 1-1, to g ◦ f te» jest 1-1.

(d) Udowodni¢, »e je±li g◦f jest 1-1 i f jest �na�, to g jest 1-1. Poda¢ przykªad,

gdzie g ◦ f jest 1-1, le
z g nie jest 1-1.

(e) Udowodni¢, »e je±li g◦f jest �na� i g jest 1-1, to f jest �na�. Poda¢ przykªad,

gdzie g ◦ f jest �na�, le
z f nie jest �na�.

Wskazówka: pomo
ni
zo zrobi¢ rysunek, zastosowa¢ gonitw� po diagramie.

15. * Udowodni¢, »e ka»d¡ bijek
j� f : X → X mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie

dwó
h bijek
ji g, h : X → X taki
h, »e g = g−1
i h = h−1

.
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