Wstep A, lista 8.

Cwiczenia 15.05.2014. S: do samodzielnego wykonania (bez omawiania na ¢wicze-
niach).

1. T Obraz i przeciwobraz zbioru wzgledem funkcji, podstawowe wtasnosci. Ciag:
definicja, rodzaje ciagow. Funkcje i ciagi monotoniczne: (stabo) rosnace i
(stabo) malejace. Dzialania uogoélnione na zbiorach: przekroj, suma, produkt
kartezjanski (indeksowanej) rodziny zbioréw: definicje, podstawowe wlasnosci.

2. S (a) f: R — R dana jest wzorem f(z) = 2% — 3z + 2. Znalez¢:
10,11, fl[=2,=1]}, f= (=00, =6]], fH[{=3,—4}], f[{1,2}].

3. Okreslamy funkcje f: R — R wzorem:

=2 ,gdy £ >0
f(x)—{ —r—1 ,gdyz<0

(a) Zapisa¢ symbolicznie funkcje zdaniowa f(z) = y, nie uzywajac symbolu f
oraz nawiasow klamrowych.

(b) Naszkicowaé¢ wykres funkcji f o f.

(c) Wyznaczy¢ obraz i przeciwobraz wzgledem funkcji f i f o f przedziatow:
[0,1] i [-1,0].

4. Niech f: X — Y. Udowodni¢ nastepujace twierdzenia.
(a) Zalozmy, ze X = Y oraz dla kazdego zbioru A C X mamy A C f[A].

Wtedy f = idy.
(b) Zalozmy, ze X = Y oraz dla kazdego zbioru A C X mamy f[A] C A.
Wtedy f = idy.

(c) Zalozmy, ze Y ma przynajmniej 3 elementy oraz przeciwobraz wzgledem
funkcji f kazdego dwuelementowego podzbioru Y jest dwuelementowy. Wtedy
f jest bijekcja.

(d) Zalozmy, ze A C X. Wtedy A C f~1[f[A]]. Poda¢ przyklad, gdzie inkluzja
jest wlasciwa (tzn. réwnos$¢ nie zachodzi). ( wsk: pomocniczo w kazdym z
dowodow narysowaé diagram, zastosowaé “gonitwe po diagramie”.)

5. Zalozmy, ze f,g: R — R. zapisa¢ symbolicznie:

(a) Funkcja f jest ograniczona.

(b) Istnieja dowolnie duze argumenty, dla ktorych wartos¢ funkcji f jest mniej-
sza od wartosci funkcji g.

(c) Poczawszy od pewnego miejsca funkcja f przyjmuje tylko wartosci nie-
ujemne.

(d) Zadna wartos¢ funkcji f nie jest miejscem zerowym funkcji g. (tu: miejsce
zerowe funkcji to taki argument, dla ktorego wartosé funkceji to zero)

(e) Funkcja f jest ciagta w punkcie z (wg definicji Cauchy’ego).
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10.

Zapisaé tez symbolicznie negacje tych zdan (funkcji zdaniowych), jednak bez
uzycia symbolu negacji.

Napisa¢ nastepujace zdania o ciagu liczb rzeczywistych (a,) uzywajac sym-
boli logicznych, symboli matematycznych (<, =, +, -, cyfry) oraz symboli a,, na
oznaczenie wyrazow ciaggow (a,).

(a) Ciag (a,) jest ograniczony.

(b) zaden wyraz ciagu (a,) nie jest dodatni.

(c) Ciag (ag,) jest rozbiezny do +oo, podczas gdy ciag (ag,41) jest rozbiezny
do —o0.

(d) Ciag (a,) jest stabo monotoniczny.
(e) Nieskonczenie wiele wyrazow ciagu (a,) jest dodatnich.
(f) Ciag (a,) zawiera podciag zbiezny do 0 (uwaga: nie wolno uzy¢ symbolu

oznaczajacego ciag liczb naturalnych).

Napisa¢ negacje zdan (funkcji zdaniowych) z poprzedniego zadania bez uzycia
symbolu negacji (dodatkowo wolno uzywaé symboli <, #).

. Wyznaczy¢ nastepujace zbiory:
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*. Dowiesé, ze jesli Ag D Ay D Ay D ...oraz ByD By D By D ..., to

(AU B,) = (A4, U[) B

n

*. Zalozmy, ze k > n oraz danych jest k réznych niepustych podzbiorow
Ay, ..., Ay zbioru liczb {1,... ,n}. Udowodnié, ze istnieja roztaczne niepuste

zbiory indeksow I,J C {1,... k} takie, ze J,.; Ai = UJ.GJ A;.



