
Wst�p A, lista 8.

�wizenia 15.05.2014. S: do samodzielnego wykonania (bez omawiania na ¢wize-

niah).

1. T Obraz i przeiwobraz zbioru wzgl�dem funkji, podstawowe wªasno±i. Ci¡g:

de�nija, rodzaje i¡gów. Funkje i i¡gi monotonizne: (sªabo) rosn¡e i

(sªabo) malej¡e. Dziaªania uogólnione na zbiorah: przekrój, suma, produkt

kartezja«ski (indeksowanej) rodziny zbiorów: de�nije, podstawowe wªasno±i.

2. S (a) f : R → R dana jest wzorem f(x) = x2 − 3x+ 2. Znale¹¢:
f [[0, 1]], f [[−2,−1]], f−1[(−∞,−6]], f−1[{−3,−4}], f [{1, 2}].
(b) f : R → R dana jest wzorem f(x) = sin x+ 1. Znale¹¢:
f [[0, 3

2
π]], f [{0, π}], f−1[(1

2
,∞)], f−1[(−∞, 1]], f−1[{0}].

3. Okre±lamy funkj� f : R → R wzorem:

f(x) =

{

x− 2 , gdy x ≥ 0
−x− 1 , gdy x < 0

(a) Zapisa¢ symboliznie funkj� zdaniow¡ f(x) = y, nie u»ywaj¡ symbolu f

oraz nawiasów klamrowyh.

(b) Naszkiowa¢ wykres funkji f ◦ f .
() Wyznazy¢ obraz i przeiwobraz wzgl�dem funkji f i f ◦ f przedziaªów:

[0, 1] i [−1, 0].

4. Nieh f : X → Y . Udowodni¢ nast�puj¡e twierdzenia.

(a) Zaªó»my, »e X = Y oraz dla ka»dego zbioru A ⊆ X mamy A ⊆ f [A].
Wtedy f = idX .

(b) Zaªó»my, »e X = Y oraz dla ka»dego zbioru A ⊆ X mamy f [A] ⊆ A.

Wtedy f = idX .

() Zaªó»my, »e Y ma przynajmniej 3 elementy oraz przeiwobraz wzgl�dem

funkji f ka»dego dwuelementowego podzbioru Y jest dwuelementowy. Wtedy

f jest bijekj¡.

(d) Zaªó»my, »e A ⊆ X . Wtedy A ⊆ f−1[f [A]]. Poda¢ przykªad, gdzie inkluzja
jest wªa±iwa (tzn. równo±¢ nie zahodzi). ( wsk: pomonizo w ka»dym z

dowodów narysowa¢ diagram, zastosowa¢ �gonitw� po diagramie�.)

5. Zaªó»my, »e f, g : R → R. zapisa¢ symboliznie:

(a) Funkja f jest ogranizona.

(b) Istniej¡ dowolnie du»e argumenty, dla któryh warto±¢ funkji f jest mniej-

sza od warto±i funkji g.

() Poz¡wszy od pewnego miejsa funkja f przyjmuje tylko warto±i nie-

ujemne.

(d) �adna warto±¢ funkji f nie jest miejsem zerowym funkji g. (tu: miejse

zerowe funkji to taki argument, dla którego warto±¢ funkji to zero)

(e) Funkja f jest i¡gªa w punkie x (wg de�niji Cauhy'ego).
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Zapisa¢ te» symboliznie negaje tyh zda« (funkji zdaniowyh), jednak bez

u»yia symbolu negaji.

6. Napisa¢ nast�puj¡e zdania o i¡gu lizb rzezywistyh (an) u»ywaj¡ sym-

boli logiznyh, symboli matematyznyh (<,=,+, ·, yfry) oraz symboli an na

oznazenie wyrazów i¡gów (an).

(a) Ci¡g (an) jest ogranizony.

(b) »aden wyraz i¡gu (an) nie jest dodatni.

() Ci¡g (a2n) jest rozbie»ny do +∞, podzas gdy i¡g (a2n+1) jest rozbie»ny
do −∞.

(d) Ci¡g (an) jest sªabo monotonizny.

(e) Niesko«zenie wiele wyrazów i¡gu (an) jest dodatnih.

(f) Ci¡g (an) zawiera podi¡g zbie»ny do 0 (uwaga: nie wolno u»y¢ symbolu

oznazaj¡ego i¡g lizb naturalnyh).

7. Napisa¢ negaje zda« (funkji zdaniowyh) z poprzedniego zadania bez u»yia

symbolu negaji (dodatkowo wolno u»ywa¢ symboli ≤, 6=).

8. Wyznazy¢ nast�puj¡e zbiory:

(a)

∞
⋃

n=1

[
n− 1

n
,
2n− 1

n
],

∞
⋂

n=1

[
n− 1

n
,
2n− 1

n
],

(b) Dla ustalonego k ∈ N,

∞
⋃

n=1

(k −
n

2
, k +

n

2
),

∞
⋂

n=1

(k −
n

2
, k +

n

2
),

(c)

∞
⋂

k=0

∞
⋃

n=1

(k −
n

2
, k +

n

2
)

∞
⋃

k=0

∞
⋂

n=1

(k −
n

2
, k +

n

2
)

9. *. Dowie±¢, »e je±li A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . oraz B0 ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ . . ., to

⋂

n

(An ∪ Bn) =
⋂

n

An ∪
⋂

n

Bn.

10. *. Zaªó»my, »e k > n oraz danyh jest k ró»nyh niepustyh podzbiorów

A1, . . . , Ak zbioru lizb {1, . . . , n}. Udowodni¢, »e istniej¡ rozª¡zne niepuste

zbiory indeksów I, J ⊆ {1, . . . , k} takie, »e

⋃

i∈I Ai =
⋃

j∈J Aj .
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