ALGEBRA 1, Lista 10

Cwiczenia 03.01.2018.
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Material teoretyczny: Ciato utamkow dziedziny: konstrukcja i podstawowe wlasnosci. Przykta-
dy: Q jako cialo utamkéw Z i ciato funkcji wymiernych. Norma euklidesowa i pierscien euk-
lidesowy: definicja. Pierscien Gaussa i pierscienn wielomianéw nad ciatem jako pierscienie euk-
lidesowe. Podzielnosé i elementy stowarzyszone w pierécieniu R. Najwiekszy wspolny dzielnik
i najmniejsza wspolna wielokrotno$é w pierscieniu R (definicja). Istnienie najwiekszego wspol-
nego dzielnika w pierscieniu euklidesowym. Algorytm Fuklidesa w Z. i w dowolnym pierécieniu
euklidesowym R.

Wykona¢ dzielenie z reszta w nastepujacych pierscieniach euklidesowych. Podzielié¢:

(a) 3X%+4X3 - X2 +5X — 1 przez 2X2 + X + 1 w Q[X];
(b) X7+ X6+ X4+ X +1przez X3+ X + 1w Zy[X];
(c) 20+ 8i przez 7 — 2i w Z[i].
W podanym pierécieniu euklidesowym R, dla elementéw a,b € R, znalezé elementy 7, s,t takie,
ze r jest najwickszym wspolnym dzielnikiem a i b oraz r = as + bt.
(a) a=33, b=42, R="7.
(b) a=2X3—4X%2-8X +1, b=2X3-5X?-5X +2, R=Q[X].
(¢c) a=X*+2, b= X343, R=7Zs[X].

Czy w podanym pierscieniu R dane elementy a,b € R s stowarzyszone?

W podanym pierdcieniu euklidesowym R, dla elementéw a,b € R, znalez¢ elementy r, s, t takie,
ze r jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem a i b oraz r = as + bt.

(a) a=2891, b=1589 w R =7,

) a=X*+X+1, b=X3+ X2+ X w R =7Z3[X],

(c)a=4—i, b=1+4+iw R="7Z]i].

. Czy funkcja §(W) = deg(W) jest norma euklidesowa w pierscieniu Z[X|?

. Niech K bedzie ciatem. Udowodni¢, ze w pierscieniu euklidesowym K[X] (norma euklidesowa

jest stopien wielomianu) iloraz i reszta w dzieleniu z reszty sa wyznaczone jednoznacznie.

Rozstrzygnaé, czy dany element jest odwracalny w danym pierécieniu. Jesli tak, to znalezé
element odwrotny.

(a) 105 w Z351.
(b) 327 w Z2018.
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8. Zalozmy, ze R jest dziedzing oraz a,b € R\ {0}.

(a) Udowodni¢, ze jesli alb, to istnieje jedyne g € R takie, ze ag = b. Wtedy ¢ nazywamy
slorazem b przez a i oznaczamy g.

(b) Zalézmy, ze d € R jest wspoOlnym dzielnikiem a i b. Udowodnié¢, ze %b jest wspolna

wielokrotnoscig a i b, tzn. %b jest podzielne przez a oraz przez b w R.



