
ALGEBRA 1, Lista 10

�wiczenia 03.01.2018.

0S. Materiaª teoretyczny: Ciaªo uªamków dziedziny: konstrukcja i podstawowe wªasno±ci. Przykªa-
dy: Q jako ciaªo uªamków Z i ciaªo funkcji wymiernych. Norma euklidesowa i pier±cie« euk-
lidesowy: de�nicja. Pier±cie« Gaussa i pier±cie« wielomianów nad ciaªem jako pier±cienie euk-
lidesowe. Podzielno±¢ i elementy stowarzyszone w pier±cieniu R. Najwi¦kszy wspólny dzielnik
i najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ w pier±cieniu R (de�nicja). Istnienie najwi¦kszego wspól-
nego dzielnika w pier±cieniu euklidesowym. Algorytm Euklidesa w Z i w dowolnym pier±cieniu
euklidesowym R.

1S. Wykona¢ dzielenie z reszt¡ w nast¦puj¡cych pier±cieniach euklidesowych. Podzieli¢:

(a) 3X4 + 4X3 −X2 + 5X − 1 przez 2X2 +X + 1 w Q[X];

(b) X7 +X6 +X4 +X + 1 przez X3 +X + 1 w Z2[X];

(c) 20 + 8i przez 7− 2i w Z[i].

2S. W podanym pier±cieniu euklidesowym R, dla elementów a, b ∈ R, znale¹¢ elementy r, s, t takie,
»e r jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem a i b oraz r = as+ bt.

(a) a = 33, b = 42, R = Z.

(b) a = 2X3 − 4X2 − 8X + 1, b = 2X3 − 5X2 − 5X + 2, R = Q[X].

(c) a = X4 + 2, b = X3 + 3, R = Z5[X].

3S. Czy w podanym pier±cieniu R dane elementy a, b ∈ R s¡ stowarzyszone?

(a) a = 5, b = −5, R = Z.

(b) a = 2, b = 4, R = Z.

(c) a = X + 1, b = 5X + 5, R = Q[X].

(d) a = X + 1, b = 5X + 6, R = Q[X].

(e) a = X + 1, b = 5X + 5, R = Z[X].

(f) a = 1 + i, b = 1− i, R = Z[i].

(g) a = 1 + i, b = 2 + i, R = Z[i].

4. W podanym pier±cieniu euklidesowym R, dla elementów a, b ∈ R, znale¹¢ elementy r, s, t takie,
»e r jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem a i b oraz r = as+ bt.

(a) a = 2891, b = 1589 w R = Z,

(b) a = X4 +X + 1, b = X3 +X2 +X w R = Z3[X],

(c) a = 4− i, b = 1 + i w R = Z[i].

5. Czy funkcja δ(W ) = deg(W ) jest norm¡ euklidesow¡ w pier±cieniu Z[X]?

6. Niech K b¦dzie ciaªem. Udowodni¢, »e w pier±cieniu euklidesowym K[X] (norm¡ euklidesow¡
jest stopie« wielomianu) iloraz i reszta w dzieleniu z reszt¡ s¡ wyznaczone jednoznacznie.

7. Rozstrzygn¡¢, czy dany element jest odwracalny w danym pier±cieniu. Je±li tak, to znale¹¢
element odwrotny.

(a) 105 w Z351.

(b) 327 w Z2018.



(c)

[
1 2
2 1

]
w M2(Z3).

(d)

[
1 2
2 1

]
w M2(Z4).

(e)

[
3 5
1 2

]
w M2(Z).

(f)

[
1 2
3 3

]
w M2(Z).

(g)

[
1 2
3 3

]
w M2(Q).

8. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡ oraz a, b ∈ R \ {0}.

(a) Udowodni¢, »e je±li a|b, to istnieje jedyne q ∈ R takie, »e aq = b. Wtedy q nazywamy
ilorazem b przez a i oznaczamy b

a .

(b) Zaªó»my, »e d ∈ R jest wspólnym dzielnikiem a i b. Udowodni¢, »e ab
d jest wspóln¡

wielokrotno±ci¡ a i b, tzn. ab
d jest podzielne przez a oraz przez b w R.


