ALGEBRA 1, Lista 11

Konwersatorium 8.01.2018 i Cwiczenia 10.01.2018.

0S. Material teoretyczny: Twierdzenie Bezout(a). Podstawowe twierdzenie arytmetyki. Element
nierozktadalny w pierdcieniu. Twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie w pierscieniu euklide-
sowym. Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o pierwiastkach zes-
polonych wielomianu rzeczywistego. Opis elementéw nierozktadalnych pierscienia C[X] oraz
pierscienia R[X].

1K. Udowodnié, ze:

(a) cialo Q[i] jest izomorficzne z ciatem utamkow pierscienia Z[i];
(b) cialo Q[v/2] jest izomorficzne z ciatem utamkéw pierscienia Z[v/2];

(c) ciato Q(X) jest izomorficzne z cialem utamkow pierécienia Z[X].
2K. Wskaza¢ nierozkladalny wielomian:

(a) stopnia 2 nad Zs;
(b) stopnia 3 nad Zr;
(c) stopnia 4 nad Zs.
3K. Ktore z liczb 1,2,3,4,5,1 44,2+ 4,3 + i,4 4+ 4,5 + i sa nierozkladalne w pierscieniu Z[:]?
4. Zalézmy, ze p jest liczba pierwsza.
(a) Udowodni¢, ze (X — a)|(XP~! — 1) w Z,[X] dla kazdego a € Z, \ {0}.
(b) Obliczy¢ iloraz (XP~! —1)/(X —a) w Zy[X], gdziep=5ia=2.
(c) Udowodni¢, ze w pierécieniu Z,[X] zachodzi:
(XP I _D=(X-1)(X-2)...(X—p+1).
5. Zalozmy, ze R jest dziedzinag i W € R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowodni¢, ze W ma
nie wiecej niz n pierwiastkow w R (wskazowka: rozwazy¢ cialo utamkow pierdcienia R).

6. Ile pierwiastkéw ma wielomian X3 +5X € Zg[X] w pierécieniu Zg? Poréwna¢ wynik z poprzed-
nim zadaniem.

7. (a) Zal6zmy, ze wielomiany W,V € R[X]\ {0} sa wzglednie pierwsze. Udowodni¢, ze istnieja
wielomiany S, T € R[X] takie, ze w ciele R(X) mamy:
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(b) Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierng 7' € R(X) mozna przedstawic¢ jako sume utamkow
postaci %, gdzie V,W € R[X] oraz W jest potega nierozktadalnego wielomianu stopnia
< 2 (uwaga: dzieki temu umiemy catkowaé funkcje wymierne).

8. Rozwazmy pierscien

ZV2] = {a+bV2 | a,be 7}

(podpierscien ciata liczb rzeczywistych) oraz funkcje

d:7Z[V2] - NN, d(n—{—mx/ﬁ) = ‘n2—2m2‘.



(a) Udowodni¢, ze dla = € Z[v/2] przedstawienie x w postaci n + mv/2 (n,m € 7Z) jest
jednoznaczne.

(b) Udowodni¢, ze dla z,y € Z[v/2] mamy d(zy) = d(x)d(y).
(c) Udowodni¢, ze dla x € Z[v/2] mamy: = € Z[V2]* wtedy i tylko wtedy, gdy d(z) = 1.
(d) Wskazaé¢ nieskonczenie wiele elementow Z[v/2]*.

)

(e) Znalez¢ rozklad liczby 2 na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych w pierdcieniu Z[v/2].

9. Zalézmy, ze R jest dziedzina, element p € R\ R* jest nierozktadalny oraz u € R*. Udowodnic,
ze element g = up tez jest nierozktadalny.



