ALGEBRA 1, Lista 5

Konwersatorium 13.11.2017, Konwersatorium 20.11.2017 i Cwiczenia 22.11.2017.
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Material teoretyczny: Warstwy lewostronne i warstwy prawostronne podgrupy K grupy G.
Wtasnosci warstw. Indeks podgrupy K w grupie G. Twierdzenie Lagrange’a i wnioski z niego.
Mate twierdzenie Fermata. Twierdzenie Wilsona. Homomorfizmy, epimorfizmy, monomorfizmy,
endomorfizmy i automorfizmy grup: definicje i przykltady. Twierdzenie Cayley’a. Wtasnosci
homomorfizméw grup. Jadro i obraz homomorfizmu grup. Charakteryzacja monomorfizmu

grup przy pomocy jadra.

Opisa¢ zbior warstw lewostronnych (przez wypisanie wszystkich jego elementow) G/H, dla:
(a) G = Zlg, H = {0,6};

(b)y G=55, H={id,(1,2,3),(1,3,2)};

(c) G=12, H=5Z

(d) G =Dy, H= {1da O7r/23 Or, 0371'/2};

(e) G=D,, H={id, S}, gdzie S jest dowolna symetria osiowa.

Dla n € N udowodnié, ze A,, (zbior permutacji parzystych w S,) jest podgrupa S, i opisaé
warstwy A, w S,.

Dla n € N5, niech
Z; :={k € Z, | NWD(k,n) = 1}.

Udowodnié¢, ze:

(a) mnozenie modulo n (oznaczane -,) jest dziataniem na Z;
(b) (Z5,-n) jest grupa.
Udowodni¢, ze:

(a) zlozenie homomorfizméw jest homomorfimem;

(b) funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem.

Czy istnieja ponizsze homomorfizmy grup f : G — H? Jesli istnieja, to wyznaczyé¢ obraz i
jadro danego homomorfizmu.

(a) G=(Z,+), H=(Q,+), f(1)=T.

(b) G=(Z,+), H=(Z,+), f(2) =7 (czemu musi by¢ wtedy rowne f(1)?).

(c = (Q,+), H=(Z,+), f(1) =1 (czemu musi by¢ wtedy réwne f(3)?).
= H=(R,+), f(1) =99

(R7+)7 H = (R \ {0}7 ')7 f(1)
= (Za,+4), H=(Zs,+5), f(1)=1.

Niech G bedzie grupa. Udowodnié, ze Aut(G) < Sg.
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Zalézmy, ze G, H sa grupami oraz grupa G jest cykliczna, skoniczona i generowana przez element
a. Zatozmy, ze b € H oraz ord(b) dzieli ord(a). Udowodnic, ze istnieje doktadnie jeden
homomorfizm grup f: G — H taki, ze f(a) =b.

Zalézmy, ze G jest grupa cykliczna, nieskoniczona i generowana przez element a, H jest dowolna
grupg oraz b € H. Udowodnié¢, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : G — H taki, ze

f(a) =b.
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. Czy istnieja ponizsze homomorfizmy grup f : G — H? Jedli istnieja, to wyznaczy¢ obraz i

jadro danego homomorfizmu.

(a) G=(R,+), H=(R\{0},"), f(1) =~
(b) G=(Q,+), H=(Q,+), f(1)=2.

(c) G=(Q,+), H=(Q\{0},"), f(2) =
(d) G = (Zsg,+41), H=(Z,+), f(1) =

() G = (Za,+4), H=(Zs,+2), f(1 )

Wyznaczyé¢ wszystkie homomorfizmy f : G — H, gdzie:

(a) G =(Z,+), H = (Zy,+4);
(b) G = (Z3,+3), H = (Z4,+4);
(c) G = (Z10,4+10), H = (Zs,+s);
(d) G=H=(Q,+).

Zalozmy, ze a,b € G, a # e oraz a*b = ba®. Udowodni¢, ze ab # ba.

Zatozmy, ze G jest generowana przez zbior {g,h} C G taki, ze ord(g) = 5, ord(h) = 4 oraz
gh = hg?.
(a) Niech K = (g9), H = (h). Udowodni¢, ze K N H = {e}.

(b) Udowodni¢, ze kazdy element grupy G jest postaci g'h/ dla pewnych 0 < i < 5 oraz
0 < j < 4 oraz, ze to przedstawienie jest jednoznaczne. lle elementéw ma grupa G7

(c) Napisa¢ wzor na iloczyn elementéw grupy G zapisanych w postaci g'h’/ jak w podpunkcie
(b) powyzej.

Obliczy¢ nastepujace reszty z dzielenia:

r13(125%4%), 19g(321%%°), 131 (3214%9).



