
ALGEBRA 1, Lista 7

Konwersatorium 4.12.2017 i �wiczenia 6.12.2017.

0S. Grupa kwaternionów Q8 i klasy�kacja grup rz¦du co najwy»ej 8. Automor�zmy wewn¦trzne
grup. Centrum grupy Z(G): de�nicja, wªasno±ci i przykªady. Grupa Inn(G) automor�zmów
wewn¦trznych grupy G, zwi¡zek z centrum grupy Z(G). Relacja sprz¦»enia w grupie G. Opis
relacji sprz¦»enia w przypadku grup permutacji.

1S. Grupa przeksztaªce« a�nicznych prostej to poni»szy zbiór funkcji R→ R:

A = {x 7→ ax+ b | a, b ∈ R, a 6= 0}.

(a) Udowodni¢, »e A jest grup¡ wzgl¦dem zªo»enia funkcji (podgrup¡ SR).

(b) Niech

H :=

{(
a b
0 1

)
| a, b ∈ R, a 6= 0

}
.

Udowodni¢, »e H jest podgrup¡ GL2(R).

(c) Udowodni¢, »e A ∼= H.

2S. Znale¹¢ nietrywialne podgrupy A,B < Z15 takie, »e funkcja

f : A×B → Z15, f(a, b) = a+15 b

jest izomor�zmem.

3K. Wypisa¢ wszystkie grupy abelowe rz¦du 12 (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu, bez powtórze«).

4K. Czy istnieje monomor�zm grup f : G → H ? Jesli tak, wskaza¢ przykªad i wyznaczy¢ obraz.
(wskazówka: taki monomor�zm istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podgrupa S 6 H
taka, »e S ∼= G).

(a) G = Z6, H = Z24,

(b) G = Z10, H = Z,

(c) G = Z6, H = Z100,

(d) G = Z15, H = S8,

(e) G = (Q,+), H = (Z,+)

(f) G = (R,+), H = (Q,+),

(g) G = S3, H = Z9 ×Z18,

(h) G = D4, H = S8.

5. Czy istniej¡ podgrupy wªa±ciwe K,H grupy kwaternionów Q8 takie, »e Q8 jest produktem
wewn¦trznym K i H?

6. Udowodni¢, »e ka»da podgrupa grupy kwaternionów Q8 jest jej dzielnikiem normalnym.

7. Udowodni¢, »e
Q8/Z(Q8) ∼= Z2 ×Z2.

8. Niech σ = (1, 2)(3, 4, 5) ∈ S5.

(a) Wypisa¢ wszystkie permutacje τ w grupie S5, które s¡ sprz¦»one z permutacj¡ σ. Za
ka»dym razem wskaza¢ permutacj¦ f tak¡, »e τ = ϕf (σ) (przypomnienie: ϕg(x) = gxg−1).



(b) Znale¹¢ zbiór wszystkich permutacji w S5, które s¡ przemienne z permutacj¡ σ (wskazówka:
τ jest przemienna z σ ⇐⇒ τστ−1 = σ).

(c) Udowodni¢, »e zbiór z punktu (b) jest podgrup¡ grupy S5.

9. W dowolnej grupie G udowodni¢, »e dla danego a ∈ G zbiór

C(a) = {g ∈ G | ag = ga}

jest podgrup¡ grupy G (zwan¡ centralizatorem elementu a w grupie G).

10. Niech f : G→ H b¦dzie homomor�zmem grup. Udowodni¢, »e:

(a) je±li A 6 G, to f(A) 6 H;

(b) je±li B 6 H, to f−1(B) 6 G.

11. Zaªó»my, »e grupa G ma jedyn¡ podgrup¦ H rz¦du 25. Udowodni¢, »e H P G. (wskazówka:
dla g ∈ G, rozwa»y¢ podgrup¦ ϕg(H) 6 G).

12. W nast¦puj¡cych grupach G opisa¢ klasy sprz¦»enia:

(a) G = Q8;

(b) G = D3;

(c) G = D4.


