ALGEBRA 1, Lista 9

Konwersatorium 18.12.2017 i Cwiczenia 20.12.2017.
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Material teoretyczny: Piericieri (przemienny, z jedynka), dzielnik zera, element odwracalny,
grupa elementéw odwracalnych pierscienia, dziedzina, ciato. Przyktady pierscieni. Kazda
skoriczona dziedzina jest cialem. Wryliczenie, ktére pierécienie Z, sa cialami. Homomor-
fizm i izomorfizm pierscieni, definicja, przyktady. Produkt pierscieni. Izomorfizm pierscieni
Liy, X L = Lipyn, gdy m 1 n sg wzglednie pierwsze. Funkcja i twierdzenie Eulera. Pierscienie
wielomian6w: definicja, podstawowe wlasnosci (stopieri wielomianu, R: dziedzina = R[X]:
dziedzina). Wielomiany a funkcje wielomianowe. Homomorfizm ewaluacji w punkcie.

Zalozmy, ze A1 B sy podpierdcieniami pierscienia R. Udowodni¢, ze AN B jest podpierscieniem
pierscienia R.

Okredli¢ dziatania @ 1 ©® w zbiorze Z tak, by (Z,®,®) byt pierscieniem i funkcja
f:(Z,®,0)— (Z,+,), fle)=z+1

byta izomorfizmem. Wskaza¢ jedynke i zero pierscienia (Z,®, ®).

Znalez¢ cztery rozne wielomiany w Zs[X], ktore wyznaczaja te same funkcje wielomianowe.

Znalez¢ wszystkie homomorfizmy f : R — S pierécieni z jedynka R i S (uwaga: zgodnie z
definicja, f(1g) = lg), dla:

d) R=%, S=1;
(e) R=Q, S=Q
Znalez¢ wszystkie dzielniki zera w nastepujacych pierscieniach:
(a) Z4 X ZQ,
(b) Z4 X Zlo,
(c) Z x R;
(d) (P(A),A,N), gdzie A jest ustalonym zbiorem.

. Niech +,- beda dzialaniami okreslonymi w zbiorze A. Wiadomo, ze (A, +) jest grupa, zas

dziatanie - jest laczne, rozdzielne wzgledem 4+ i ma element neutralny 1 € A. Wykazaé, ze
wtedy (A, +,-) jest pierscieniem. (Wskazowka: wystarczy udowodnié¢ przemiennosé +. W tym
celu wymnozy¢ na dwa sposoby (1 + 1)(a + b) i poréwnaé wyniki.)

Zalozmy, ze (R,+,-) jest pierécieniem, w ktorym grupa addytywna (R,+) jest cykliczna.
Udowodni¢, ze R jest przemienny.

. Zalézmy, ze w pierscieniu R mamy a’ = a dla wszystkich a € R.

(a) Udowodnié¢, ze a + a = 0 dla wszystkich a € R (wskazowka: rozwazyé¢ (a + a)?).

(b) Udowodnié, ze R jest przemienny (wskazowka: rozwazy¢ (a + b)?).

. Znalez¢ wszystkie homomorfizmy pierscieni f : Z[X| — Z (wskazowka: f(1) = 1).



10. Niech C(R) oznacza zbior wszystkich funkcji ciagtych f: R — R z dzialaniami

(f+9)(x) = f(2) +9(z), (f-9)(x) = f(z)-9(z).

(a) Czy funkcja f(z) = x jest odwracalna w pierécieniu C(R)? Czy jest dzielnikiem zera?

(b) Poda¢ przyktad funkeji odwracalnej w C(R), roznej od funkeji stale rownej jeden (jedynki
pierscienia C(R)).

(¢) Ktore funkcje w C'(R) sa odwracalne?
(d) Poda¢ przyktad funkcji w C(R), ktora jest dzielnikiem zera w C(R).
(e) Ktore funkcje w C(R) sa dzielnikami zera?
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jest podpierscieniem pierscienia Max2(IR), izomorficznym z cialem liczb zespolonych C.

11. Pokazad, ze



