
ALGEBRA 1, Lista 1

Konwersatorium 8.10.2018 i �wiczenia 9.10.2018.

Oznaczenia zada« i ich cz¦±ci: S: do samodzielnego wykonania, K: do omówienia na
konwersatorium. Na Kartkówce 1 (16.10.2018) obowi¡zuj¡ zadania z bie»¡cej listy.

0S Materiaª teoretyczny (de�nicje, twierdzenia, przykªady): dziaªanie w zbiorze, ª¡cz-
no±¢, przemienno±¢, element neutralny. De�nicja grupy i pierwsze przykªady grup.
Transport dziaªania poprzez bijekcj¦.

1S Napisa¢ tabelki dziaªania i mno»enia modulo 6: +6, ·6 w zbiorzeA = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

2 Sprawdzi¢ czy nast¦puj¡ce dziaªanie ∗ na danym zbiorze A jest ª¡czne, przemienne
i czy ma element neutralny.

(a)S A = N+; m ∗ n = NWD(m,n).

(b)S A = N+; m ∗ n = NWW(m,n).

(c)S A = N; m ∗m = 2mn.

(d)S A = N; m ∗ n = m2n.

(e)S A = R; m ∗ n = (m+ n)2.

(f)K A = N; m ∗ n = 2m+n.

(g)K A = N+; m ∗ n = mn.

(h)K A = Z; m ∗ n = m− n.

3K Niech A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} i rozwa»my bijekcj¦ f : A→ A o nast¦puj¡cych warto±-
ciach:

f(0) = 3, f(1) = 5, f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 2, f(5) = 4.

Niech ∗ b¦dzie dziaªaniem indukowanym w zbiorze A przez dziaªanie +6 poprzez
funkcj¦ f , za± ◦ dziaªaniem indukowanym w zbiorze A przez dziaªanie ·6 poprzez
funkcj¦ f . Sporz¡dzi¢ tabelki tych dziaªa«.

4K Przypomnie¢ sobie, co to jest posta¢ algebraiczna i trygonometryczna liczby zes-
polonej oraz de�nicje dodawania i mno»enia liczb zespolonych. Dla r > 0 niech
Kr = {z ∈ C : |z| 6 r}.
(a) Narysowa¢ na pªaszczy¹nie Gaussa zbiór Kr.

(b) Dla których r > 0 mno»enie liczb zespolonych jest dziaªaniem w zbiorze Kr?

5 Sprawdzi¢ czy nast¦puj¡ce dziaªanie ∗ na danym zbiorze A jest ª¡czne, przemienne
i czy ma element neutralny. Sprawdzi¢ te», czy (A, ∗) jest grup¡.

(a) A = Q; a ∗ b = a+b
2 .

(b) A = Q \ {0}; a ∗ b = a
b .



(c) A = R; x ∗ y = x+ y + 2.

(d) A = N; m ∗ n = m+ 2n.

(e) A = N; m ∗ n = min(m,n).

(f) A = N; m ∗ n = max(m,n).

(g) A = N; m ∗ n = m.

(h) A to pªaszczyzna; P ∗Q to ±rodek odcinka o ko«cach P,Q.

(i) A to pªaszczyzna; P ∗ Q to obraz punktu P w symetrii ±rodkowej wzgl¦dem
punktu Q.

6 Zaªó»my, »e f : A → B jest bijekcj¡, ◦ jest dziaªaniem na zbiorze A i ∗ jest dzia-
ªaniem indukowanym w zbiorze B przez dziaªanie ◦ poprzez funkcj¦ f . Udowodni¢,
»e:

(a) je±li ◦ jest przemienne, to ∗ jest przemienne (na wykªadzie byª dowód analo-
gicznego faktu dla ª¡czno±ci);

(b) je±li ◦ ma element neutralny w A, to ∗ ma element neutralny w B;

(c) je±li (A, ◦) jest grup¡, to (B, ∗) jest grup¡.

7 Zaªó»my, »e ◦ jest dziaªaniem ª¡cznym w sko«czonym zbiorze A. Udowodni¢, »e
istnieje a ∈ A takie, »e a ◦ a = a.

Wskazówka

Dla x ∈ A oraz l > 0 niech xl oznacza x ◦ · · · ◦ x︸ ︷︷ ︸
l razy

.

(a) Zauwa»y¢, »e dla ka»dych k, l > 0 oraz x ∈ A mamy:

(xk)l = xkl, xkxl = xk+l.

(b) Dla c ∈ A rozwa»y¢ elementy c2
k
, gdzie k = 0, 1, 2, . . . i znale¹¢ b ∈ A oraz

l > 2 takie, »e bl = b.

(c) Udowodni¢, »e je±li b i l s¡ jak w (b) powy»ej, to dla a := bl−1 mamy a◦a = a.

8 Poda¢ przykªad dziaªania ∗ na zbiorze {0, 1} takiego, »e

0 ∗ (0 ∗ 0) 6= (0 ∗ 0) ∗ 0.

Ile istnieje takich dziaªa«?


