
ALGEBRA 1, Lista 10

Konwersatorium 17.12.2018 i �wiczenia 18.12.2018.

0S. Materiaª teoretyczny: Pier±cienie wielomianów: de�nicja, podstawowe wªasno±ci (stopie« wielo-
mianu, R: dziedzina ⇒ R[X]: dziedzina). Wielomiany a funkcje wielomianowe. Homomor�zm
ewaluacji w punkcie. Podpier±cienie. Ciaªo uªamków dziedziny: konstrukcja i podstawowe
wªasno±ci. Przykªady: Q jako ciaªo uªamków Z i ciaªo funkcji wymiernych. Norma euklide-
sowa i pier±cie« euklidesowy: de�nicja. Pier±cie« Gaussa i pier±cie« wielomianów nad ciaªem
jako pier±cienie euklidesowe.

1S. Wykona¢ dzielenie z reszt¡ w nast¦puj¡cych pier±cieniach euklidesowych. Podzieli¢:

(a) X2 + 3X + 8 przez X + 1 w R[X];

(b) X2 + 3X + 3 przez X + 1 w Z5[X];

(c) 3i przez 1 + i w Z[i].

2K. Udowodni¢, »e:

(a) ciaªo Q[i] jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia Z[i];

(b) ciaªo Q[
√
2] jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia Z[

√
2];

(c) ciaªo Q(X) jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia Z[X].

3K. Wykona¢ dzielenie z reszt¡ w nast¦puj¡cych pier±cieniach euklidesowych. Podzieli¢:

(a) 3X4 + 4X3 −X2 + 5X − 1 przez 2X2 +X + 1 w Q[X];

(b) X7 +X6 +X4 +X + 1 przez X3 +X + 1 w Z2[X];

(c) 20 + 8i przez 7− 2i w Z[i].

4. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy pier±cieni ϕ : Z[X]→ Z (wskazówka: ϕ(1) = 1).

5. Pokaza¢, »e

S =

{[
a b
−b a

]
| a, b ∈ R

}
jest podpier±cieniem pier±cienia M2(R), izomor�cznym z ciaªem liczb zespolonych C.

6. Czy funkcja
δ : Z[X] \ {0} → N, δ(W ) = deg(W )

jest norm¡ euklidesow¡ w pier±cieniu Z[X]?

7. Czy funkcja
δ : Z[

√
2] \ {0} → N, δ(n+m

√
2) = |n2 − 2m2|

jest norm¡ euklidesow¡ w pier±cieniu Z[
√
2]?

8. Niech K b¦dzie ciaªem. Udowodni¢, »e w pier±cieniu euklidesowym K[X] (norm¡ euklidesow¡
jest stopie« wielomianu) iloraz i reszta w dzieleniu z reszt¡ s¡ wyznaczone jednoznacznie.

9. Poda¢ przykªad f, g ∈ Z4[X] \ {0} takich, »e:

deg(fg) < deg(f) + deg(g).


