
ALGEBRA 1, Lista 11

Konwersatorium 7.01.2019 i �wiczenia 8.01.2019.

0S. Materiaª teoretyczny: Podzielno±¢ i elementy stowarzyszone w pier±cieniu R. Najwi¦kszy
wspólny dzielnik i najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ w pier±cieniu R. Istnienie najwi¦kszego
wspólnego dzielnika w pier±cieniu euklidesowym. Algorytm Euklidesa w Z oraz w dowolnym
pier±cieniu euklidesowym R. Twierdzenie Bézout(a). Podstawowe twierdzenie arytmetyki.
Element nierozkªadalny w pier±cieniu. Twierdzenie o jednoznacznym rozkªadzie w pier±cieniu
euklidesowym.

1S. W podanym pier±cieniu euklidesowym R, dla elementów a, b ∈ R, znale¹¢ elementy r, s, t takie,
»e r jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem a i b oraz r = as+ bt.

(a) a = 33, b = 42, R = Z.

(b) a = 2X3 − 4X2 − 8X + 1, b = 2X3 − 5X2 − 5X + 2, R = Q[X].

(c) a = X4 + 2, b = X3 + 3, R = Z5[X].

2S. Czy w podanym pier±cieniu R dane elementy a, b ∈ R s¡ stowarzyszone?

(a) a = 5, b = −5, R = Z.

(b) a = 2, b = 4, R = Z.

(c) a = X + 1, b = 5X + 5, R = Q[X].

(d) a = X + 1, b = 5X + 6, R = Q[X].

(e) a = X + 1, b = 5X + 5, R = Z[X].

(f) a = 1 + i, b = 1− i, R = Z[i].

(g) a = 1 + i, b = 2 + i, R = Z[i].

3K. Rozstrzygn¡¢, czy dany element jest odwracalny w danym pier±cieniu. Je±li tak, to znale¹¢
element odwrotny.

(a) 105 w Z351.

(b) 327 w Z2018.

(c)

[
1 2
2 1

]
w M2(Z3).

(d)

[
1 2
2 1

]
w M2(Z4).

(e)

[
3 5
1 2

]
w M2(Z).

(f)

[
1 2
3 3

]
w M2(Z).

(g)

[
1 2
3 3

]
w M2(Q).

4K. Które z liczb 1, 2, 3, 4, 5, 1 + i, 2 + i, 3 + i, 4 + i, 5 + i s¡ nierozkªadalne w pier±cieniu Z[i]?

5. W podanym pier±cieniu euklidesowym R, dla elementów a, b ∈ R, znale¹¢ elementy r, s, t takie,
»e r jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem a i b oraz r = as+ bt.

(a) a = 2891, b = 1589, R = Z.

(b) a = X4 +X + 1, b = X3 +X2 +X, R = Z3[X].



(c) a = 4− i, b = 1 + i, R = Z[i].

6. Wskaza¢ nierozkªadalny wielomian:

(a) stopnia 2 nale»¡cy do Z5[X];

(b) stopnia 3 nale»¡cy do Z7[X];

(c) stopnia 4 nale»¡cy do Z2[X].

7. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡, n ∈ N i W ∈ R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowodni¢, »e
W ma nie wi¦cej ni» n pierwiastków w R (wskazówka: rozwa»y¢ ciaªo uªamków pier±cienia R).

8. Ile pierwiastków ma wielomian X3+5X ∈ Z6[X] w pier±cieniu Z6? Porówna¢ wynik z poprzed-
nim zadaniem.

9. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡, element p ∈ R jest nierozkªadalny oraz u ∈ R∗. Udowodni¢, »e
element q = up te» jest nierozkªadalny.

10. Zaªó»my, »e p jest liczba pierwsz¡.

(a) Udowodni¢, »e (X − a)|(Xp−1 − 1) w Zp[X] dla ka»dego a ∈ Zp \ {0}.
(b) Obliczy¢ iloraz (Xp−1 − 1)/(X − a) w Zp[X], gdzie p = 5 i a = 2.

(c) Udowodni¢, »e w pier±cieniu Zp[X] zachodzi:

Xp−1 − 1 = (X − 1) · (X − 2) · . . . · (X − p+ 1).


