
ALGEBRA 1, Lista 12

Konwersatorium 14.01.2019. Lista 12 nie obowi¡zuje na Kolokwium 3 (15.01.2019).

0S. Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o pierwiastkach zespolonych

wielomianu rzeczywistego. Opis elementów nierozkªadalnych pier±cienia C[X] oraz pier±cienia

R[X]. Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu. Lemat Gaussa i Kryterium Eisen-

steina. Chi«skie twierdzenie o resztach (klasyczne).

1S. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce liczby rzeczywiste s¡ niewymierne, odwoªuj¡c si¦ do twierdzenia o

pierwiastkach wymiernych wielomianu: 3
√
2, 5
√
25, 5

√
2
3 .

Rozwi¡zanie

Np. 5
√
25 jest niewymierna, poniewa» jest pierwiastkiem wielomianu X5 − 25, czyli z tw. o

pierwiastkach wymiernych wielomianu jedyne mo»liwe pierwiastki wymierne tego wielomianu

to: ±1,±5,±25 i ªatwo sprawdzi¢, »e »adna z tych liczb pierwiastkiem wielomianu X5− 25 nie

jest.

2S. Rozwi¡za¢ w Z nast¦puj¡cy ukªad kongruencji:

x ≡ 5(mod 7),

x ≡ 4(mod 6).

3S. Zaªó»my, »e a, b, c ∈ Q i a + b
√
c jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu W ∈ Q[X].

Udowodni¢, »e a− b
√
c te» jest pierwiastkiem tego wielomianu oraz, »e wielomian

X2 − 2aX + (a2 − b2c)

dzieli wielomian W w pier±cieniu Q[X].

4K. Rozªo»y¢ podane wielomiany na czynniki nierozkªadalne w podanych pier±cieniach:

(a) X5 − 1 w Q[X];

(b) X5 + 1 w Z2[X];

(c) X4 + 1 w Z5[X];

(d) 2X3 +X2 + 4X + 2 w Q[X].

5K. (a) Zaªó»my, »e wielomiany W,V ∈ R[X]\{0} s¡ wzgl¦dnie pierwsze, tzn. 1 jest najwi¦kszym

wspólnym dzielnikiem W i V . Udowodni¢, »e istniej¡ wielomiany S, T ∈ R[X] takie, »e
w ciele R(X) mamy:

1

WV
=

S

W
+

T

V
.

(b) Udowodni¢, »e ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ T ∈ R(X) mo»na przedstawi¢ jako sum¦ uªamków

postaci V
W , gdzie V,W ∈ R[X] oraz W jest pot¦g¡ nierozkªadalnego wielomianu stopnia

6 2 (uwaga: dzi¦ki temu umiemy caªkowa¢ funkcje wymierne!).

6K. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡ oraz a, b ∈ R \ {0}.

(a) Udowodni¢, »e je±li a|b, to istnieje jedyne q ∈ R takie, »e aq = b. Wtedy q nazywamy

ilorazem b przez a i oznaczamy b
a .

(b) Zaªó»my, »e d ∈ R jest wspólnym dzielnikiem a i b, tzn. d|a i d|b. Udowodni¢, »e ab
d ∈ R

jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ a i b, tzn. a|abd i b|abd .


