ALGEBRA 1, Lista 12

Konwersatorium 14.01.2019. Lista 12 nie obowiazuje na Kolokwium 3 (15.01.2019).

0S. Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o pierwiastkach zespolonych
wielomianu rzeczywistego. Opis elementow nierozkladalnych pierscienia C[X|] oraz pierscienia
R[X]. Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu. Lemat Gaussa i Kryterium Eisen-
steina. Chinskie twierdzenie o resztach (klasyczne).

1S. Udowodnié¢, ze nastepujace liczby rzeczywiste sa niewymierne, odwolujac sie do twierdzenia o
pierwiastkach wymiernych wielomianu: /2, /25, {‘/% .
Rozwigzanie
Np. /25 jest niewymierna, poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu X° — 25, czyli z tw. o
pierwiastkach wymiernych wielomianu jedyne mozliwe pierwiastki wymierne tego wielomianu
to: 41,45, 4+25 i tatwo sprawdzi¢, ze zadna z tych liczb pierwiastkiem wielomianu X° — 25 nie
jest.

2S. Rozwigza¢ w Z nastepujacy uktad kongruencji:
x = 5(mod 7),
x = 4(mod 6).

3S. Zatézmy, ze a,b,c € Q i a + by/c jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu W € Q[X].
Udowodni¢, ze a — by/c tez jest pierwiastkiem tego wielomianu oraz, ze wielomian

X2 - 24X + (a® — b?c)
dzieli wielomian W w pierscieniu Q[X].
4K. Roztozy¢ podane wielomiany na czynniki nierozktadalne w podanych pierscieniach:

(a) X5 —1w Q[X];
(b) X5+ 1w Zs[X];
(c) X*+1wZs[X];
(d) 2X3 + X2 +4X +2 w Q[X].

)

5K. (a) Zalozmy, ze wielomiany W,V € R[X]\ {0} sa wzglednie pierwsze, tzn. 1 jest najwickszym
wspolnym dzielnikiem W i V. Udowodnié, ze istnieja wielomiany S,T € R[X] takie, ze
w ciele R(X) mamy:
1 S T
— = — 4+
wv. W Vv
(b) Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierna 7' € R(X) mozna przedstawic jako sume utamkow
postaci %, gdzie VW € R[X] oraz W jest potega nierozktadalnego wielomianu stopnia
< 2 (uwaga: dzieki temu umiemy catkowaé funkcje wymierne!).

6K. Zalozmy, ze R jest dziedzing oraz a,b € R\ {0}.

(a) Udowodni¢, ze jesli alb, to istnieje jedyne g € R takie, ze aqg = b. Wtedy ¢ nazywamy
ilorazem b przez a i oznaczamy g.

a

(b) Zatézmy, ze d € R jest wspélnym dzielnikiem a i b, tzn. d|a i d|b. Udowodni¢, ze gb €ER
jest wspdlng wielokrotnoscig a i b, tzn. a\%b i b|%b.



