
ALGEBRA 1, Lista 14

Konwersatorium 28.01.2019 i �wiczenia 29.01.2019 (bez kartkówki).

0S. Materiaª teoretyczny: Ideaªy maksymalne i zwi¡zek pomi¦dzy ideaªami maksymalnymi i ciaªami.
Charakterystyka ciaªa i podciaªo. Równania algebraiczne w ciele F , znajdowanie rozwi¡za« w
rozszerzeniu K ciaªa F . Ciaªo algebraicznie domkni¦te: de�nicja, istnienie (informacyjnie) i
niesko«czono±¢. Ciaªa proste. Podciaªo proste ciaªa F . Liczba elementów ciaªa sko«czonego.
Funkcja Frobeniusa w ciele charakterystyki p > 0.

1S. Sporz¡dzi¢ tabelki dziaªa« ciaªa:

(a) 4-elementowego,

(b) 9-elementowego.

2K. Które z podanych pier±cieni s¡ ciaªami?

(a) Z2 ×Z2.

(b) Z4.

(c) Z17.

(d) Q[X]/(X3 − 3).

(e) Q[X]/(X2 + 1).

(f) Z5[X]/(X2 + 1).

(g) R[X]/(X2 + 7).

(h) Mn(R), n > 1.

3. Rozwi¡za¢ równanie kwadratowe x2 + x+ 1 = 0

(a) w ciele Z7;

(b) w ciele Z5;

(c) w ciele liczb rzeczywistych;

(d) w ciele liczb zespolonych.

4. Traktujemy ciaªo Q[
√
2] jako przestrze« liniow¡ nad ciaªem Q.

(a) Udowodni¢, »e zbiór {1,
√
2} jest baz¡ tej przestrzeni liniowej.

(b) Mamy funkcj¦

f : Q[
√
2]→ Q[

√
2], f(x) =

(
1 +
√
2
)
x.

Sprawdzi¢, »e f jest przeksztaªceniem liniowym przestrzeni liniowej Q[
√
2] nad ciaªem Q,

a nast¦pnie obliczy¢ macierz przeksztaªcenia liniowego f w bazie {1,
√
2}.

5. Traktujemy ciaªo R jako przestrze« liniow¡ nad Q. Udowodni¢, »e wymiar tej przestrzeni
liniowej jest niesko«czony (dla zainteresowanych: wymiar ten jest nieprzeliczalny i równy 2ℵ0).

6. Zaªó»my, »e F jest ciaªem oraz I P F . Udowodni¢, »e I = {0} lub I = F .

7. Zaªó»my, »e f : F1 → F2 jest homomor�zmem ciaª. Udowodni¢, »e f jest monomor�zmem.

8. Zaªó»my, »e R niezerowym pier±cieniem przemiennym z 1 oraz ideaª I / R jest taki, »e I 6= R.
Mówimy, »e ideaª I jest pierwszy, gdy dla wszystkich a, b ∈ R, a · b ∈ I poci¡ga, »e a ∈ I lub
b ∈ I. Udowodni¢, »e:

(a) ideaª I jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pier±cie« R/I jest dziedzin¡;

(b) je±li I jest maksymalny, to I jest pierwszy.


