ALGEBRA 1, Lista 5

Konwersatorium 5.11.2018 i Cwiczenia 13.11.2018.
Na Kartkowke 4 (13.11.2018) obowiazuja zadania 1, 2, 3, 4, 5 z Listy 5.
Na Kartkowke 5 (20.11.2018) obowigzuje cata Lista 5.
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Material teoretyczny: Homomorfizmy, epimorfizmy, monomorfizmy, endomorfizmy i automor-
fizmy grup: definicje i przyklady. Twierdzenie Cayley’a. Wtasnodci homomorfizméw grup.
Jadro i obraz homomorfizmu grup. Dzielnik normalny. Charakteryzacja monomorfizmu grup
przy pomocy jadra.

Udowodnié¢, ze:

(a) zltozenie homomorfizmoéw jest homomorfimem;

(b) funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem.

Czy istnieja ponizsze homomorfizmy grup f : G — H? Jesli istnieja, to wyznaczy¢ obraz i
jadro danego homomorfizmu.

(a) G=(Z,+), H=(Q,+), f(1)=T.

(b) G=(Z,+), H=(Z,+), f(2) =7 (czemu musi by¢ wtedy réwne f(1)7).
(©) G=(Q+), H=(Z+), f1)=1
Niech G bedzie grupa. Udowodnié, ze Aut(G) < Sg.

(czemu musi by¢ wtedy réwne f(3)?).

Zatézmy, ze G, H sa grupami oraz grupa G jest cykliczna, skoniczona i generowana przez element
a. Zatézmy, ze b € H oraz ord(b) jest skonczony i dzieli ord(a). Udowodnié¢, ze:

(a) istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze f(a) = b;
(b) kazdy endomorfizm Z,, jest postaci:
Pkt Ln = Ly, i) =k 0 ;
dla pewnego k € Z,,.

Zatozmy, ze G jest grupa cykliczna, nieskoniczona i generowana przez element a, H jest dowolna
grupa oraz b € H. Udowodni¢, ze:

(a) istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze f(a) = b;
(b) kazdy endomorfizm Z jest postaci:
VL — L, Yp(z) = ka;
dla pewnego k € Z.

Czy istnieja ponizsze homomorfizmmy grup f : G — H?7 Jesli istnieja, to wyznaczy¢ obraz
i jadro danego homomorfizmu.



(8) G=(R,+), H=R\{0},-), f(1)
(h) G=(Q,+), H=(Q\{0},), f(1)
(i) G=(Z4,+4), H=(Zs,+s5), f(1) =

7. Wyznaczy¢ wszystkie homomorfizmy f : G — H, gdzie:

(a) G =(Z,+), H = (Z4,+4);
(b) G = (Z3,+3), H = (Z4,+4);
(c) G = (Z10,+10), H = (Zs, +s);
(d) G=H = (Q,+).

8. Czy nastepujaca podgrupa H grupy G jest dzielnikiem normalnym?
(a) G=Dy, H= {1da O7r/27 Or, 037r/2}'
(b) G =Dy, H={id, O,}.
(c) G= S84, H={id, (1,2,3),(1,3,2)}.
9. Niech
Udowodni¢, ze:
(a) H jest podgrupa Sy;

(b) H jest dzielnikiem normalnym w Sy (wskazéwka: dla o € Sy opisa¢ o(1,2)(3,4)0~ !
i nastepnie skorzysta¢ z odpowiedniego kryterium na dzielnik normalny z wyktadu).



