
ALGEBRA 1, Lista 6

Konwersatorium 19.11.2018 i �wiczenia 20.11.2018.

0S. Materiaª teoretyczny: Grupa ilorazowa, homomor�zm ilorazowy i zasadnicze twierdzenie o ho-
momor�¹mie grup. Produkt grup: de�nicja, wªasno±ci, przykªady. Twierdzenie o produkcie
wewn¦trznym podgrup grupy.

1S. Niech (A,+) b¦dzie grup¡ przemienn¡ i k ∈ N>0. De�niujemy:

kA := {kx | x ∈ A}

(kx = x + . . . + x, gdzie x dodajemy do siebie k razy). Udowodni¢, »e kA jest dzielnikiem
normalnym A.

2S. Znale¹¢ k ∈ N>0 takie, »e:

(a) Z12/3Z12
∼= Zk;

(b) Z8/6Z8
∼= Zk;

(c) Z12/5Z12
∼= Zk.

3. Czy nast¦puj¡ce grupy s¡ cykliczne?

(a)S (Z3,+3)× (Z6,+6);

(b)S (Z3,+3)× (Z4,+4);

(c)S (R,+);

(d)K podgrupa (Q,+) generowana przez {1/2, 1/3};
(e)K (Q,+);

(f)K (Z,+)× (Z,+);

4K. Zaªó»my, »e k, n ∈ N>0 oraz k|n. Udowodni¢, »e:

(a) istnieje jedyny homomor�zm ϕ : Zn → Zk taki, »e ϕ(1) = 1;

(b) dla homomor�zmu ϕ z punktu (a) powy»ej mamy:

ker(ϕ) = 〈k〉 = kZn
∼= Zn

k
;

(c) Zn/kZn
∼= Zk.

5. W grupie ilorazowej G/H wyznaczy¢ rz¡d elementu a+H, gdzie:

(a) G = (Q,+), H = (Z,+), a = 2
3 ;

(b) G = (Z12,+12), H = {0, 3, 6, 9}, a = 5;

(c) G = (Q,+), H = (3Z,+), a = 2
3 ;

(d) G = (R,+), H = (Q,+), a =
√
2.

6. Rozwa»amy grupy G,H oraz dzielnik normalny K / G. W ka»dym z poni»szych przypadków
udowodni¢, »e G/K ∼= H (wskaza¢ epimor�zm f : G → H taki, »e ker(f) = K i skorzysta¢ z
zasadniczego twierdzenia o homomor�¹mie grup).

(a) G = (C \ {0}, ·), K = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, H = (R>0, ·).
(b) G = (R2,+), K = Lin{(1, 2)}, H = (R,+).

(c) G = (C \ {0}, ·), K = {1,−1, i,−i}, H = (C \ {0}, ·).
(d) G = (R \ {0}, ·), K = {1,−1}, H = (R>0, ·).
(e) G = (Z,+)× (Z,+), K = {(x, x) | x ∈ Z}, H = (Z,+).



7. Mamy funkcj¦
f : (R2,+)→ (R,+), f(x, y) = 4x− 2y;

która jest epimor�zmem grup (a nawet przestrzeni liniowych).

(a) Znale¹¢ ker(f).

(b) Wskaza¢ podgrup¦ H < (R2,+) tak¡, »e (R2,+) jest produktem wewn¦trznym podgrup
ker(f) i H (w szczególno±ci: (R2,+) ∼= ker(f)×H).

8. Czy istnieje H < (Q,+) taka, »e (Q,+) jest produktem wewn¦trznym podgrup Z i H?

9. Czy grupa S3 jest izomor�czna z produktem G×H dla pewnych nietrywialnych grup G i H?


