
ALGEBRA 1, Lista 9

Konwersatorium 10.12.2018 i �wiczenia 11.12.2018.

0S. Materiaª teoretyczny: Pier±cie« (przemienny, z jedynk¡), dzielnik zera, element odwracalny,
grupa elementów odwracalnych pier±cienia, dziedzina, ciaªo. Przykªady pier±cieni. Ka»da
sko«czona dziedzina jest ciaªem. Wyliczenie, które pier±cienie Zn s¡ ciaªami. Homomor-
�zm i izomor�zm pier±cieni, de�nicja, przykªady. Produkt pier±cieni. Izomor�zm pier±cieni
Zm ×Zn

∼= Zmn, gdy m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Funkcja i twierdzenie Eulera.

1S. Sprawdzi¢, czy poni»sze (A,⊕,�) s¡ pier±cieniami:

(a) A = Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}, a⊕ b = a+ b, a� b = ab (dodawanie i mno»enie liczb

rzeczywistych);

(b) A = R, a⊕ b = a+b
2 , a� b = a · b;

(c) A = R>0, a⊕ b = a · b, a� b = ab.

2S. Niech R b¦dzie pier±cieniem Z2 ×Z4.

(a) Napisa¢ tabelki dziaªa« w pier±cieniu R.

(b) Wskaza¢ dzielniki zera i elementy odwracalne w pier±cieniu R.

3S. Okre±li¢ dziaªania ⊕ i � w zbiorze Z tak, by (Z,⊕,�) byª pier±cieniem i funkcja

f : (Z,⊕,�)→ (Z,+, ·), f(x) = x+ 1

byªa izomor�zmem. Wskaza¢ jedynk¦ i zero pier±cienia (Z,⊕,�).

4K. Które z poni»szych pier±cieni s¡ dziedzinami, a które ponadto s¡ ciaªami?

(a) Q[
√
2] = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Q} (z dziaªaniami dodawania i mno»enia liczb rzeczywistych).

(b) Z2 ×Z2.

(c) Z4.

(d) Z5.

(e) Z6.

(f) Z[i].

(g) Q[i] = {a+ bi | a, b ∈ Q} (z dziaªaniami dodawania i mno»enie liczb zespolonych).

(h) Z×R.

5K. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy f : R → S pier±cieni z jedynk¡ R i S (uwaga: zgodnie z
de�nicj¡, f(1R) = 1S), dla:

(a) R = Z, S = Z6;

(b) R = Z15, S = Z3;

(c) R = Z7, S = Z4;

(d) R = Z, S = Z;

(e) R = Q, S = Q.

6. Znale¹¢ wszystkie dzielniki zera w nast¦puj¡cych pier±cieniach:

(a) Z4 ×Z2;

(b) Z4 ×Z10;



(c) Z×R;

7. Niech +, · b¦d¡ dziaªaniami okre±lonymi w zbiorze A. Wiadomo, »e (A,+) jest grup¡, za±
dziaªanie · jest ª¡czne, rozdzielne wzgl¦dem + i ma element neutralny 1 ∈ A. Wykaza¢, »e
wtedy (A,+, ·) jest pier±cieniem. (Wskazówka: wystarczy udowodni¢ przemienno±¢ +. W tym
celu wymno»y¢ na dwa sposoby (1 + 1)(a+ b) i porówna¢ wyniki.)

8. Zaªó»my, »e (R,+, ·) jest pier±cieniem, w którym grupa addytywna (R,+) jest cykliczna.
Udowodni¢, »e R jest przemienny.

9. Zaªó»my, »e w pier±cieniu R mamy a2 = a dla wszystkich a ∈ R.

(a) Udowodni¢, »e a+ a = 0 dla wszystkich a ∈ R (wskazówka: rozwa»y¢ (a+ a)2).

(b) Udowodni¢, »e R jest przemienny (wskazówka: rozwa»y¢ (a+ b)2).

10. Niech C(R) oznacza zbiór wszystkich funkcji ci¡gªych f : R→ R z dziaªaniami

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x).

(a) Czy funkcja f(x) = x jest odwracalna w pier±cieniu C(R)? Czy jest dzielnikiem zera?

(b) Poda¢ przykªad funkcji odwracalnej w C(R), ró»nej od funkcji stale równej jeden (jedynki
pier±cienia C(R)).

(c) Które funkcje w C(R) s¡ odwracalne?

(d) Poda¢ przykªad funkcji w C(R), która jest dzielnikiem zera w C(R).

(e) Które funkcje w C(R) s¡ dzielnikami zera?


