ALGEBRA 1, Lista 10

Cwiczenia 10.12.2019, Konwersatorium 11.12.2019 i material na Kartkowke 8 (17.12.2019).

0S.

1K.

Material teoretyczny: PierScien (przemienny, z jedynka), dzielnik zera, element odwra-
calny, grupa elementéw odwracalnych pierscienia, dziedzina, cialo. Przyktady pierécieni.
Kazda skoniczona dziedzina jest cialem. Wyliczenie, ktore pierécienie Z.,, sa ciatami. Ho-
momorfizm i izomorfizm pierécieni, definicja, przyklady. Produkt pierscieni. Izomorfizm
pierscieni Z,, X Zy, = Zipn, gdy m i n sg wzglednie pierwsze. Funkcja i twierdzenie Eu-
lera.

Znalez¢ wszystkie homomorfizmy f : R — S pierscieni z jedynka R i S (uwaga: zgodnie
z definicja, f(1g) = lg), dla:

(

(b) R =Z15, S = Zs;
(C) R:Z7, S—Z4,
d) R=2, S =12
() R=Q, 5 =Q;
(fy R=7Z xZ =5,
(g) R=R=25.

. Znalez¢ wszystkie dzielniki zera i wszystkie elementy odwracalne w nastepujacych piers-

cieniach:

Niech +, - beda dziataniami okreslonymi w zbiorze A. Wiadomo, ze (A, +) jest grupa,
za$ dzialanie - jest laczne, rozdzielne wzgledem + i ma element neutralny 1 € A.
Wykazaé¢, ze wtedy (A, +, -) jest pierscieniem.

Wskazowka: wystarczy udowodnié¢ przemiennos¢ +. W tym celu wymnozy¢ na dwa
sposoby (1 + 1)(a + b) i porownaé¢ wyniki.

. Zalozmy, ze (R, +, -) jest pierscieniem, w ktorym grupa addytywna (R, +) jest cykliczna.

Udowodni¢, ze R jest przemienny.

. Zalozmy, 7e w pierscieniu R mamy a? = a dla wszystkich a € R.

(a) Udowodnié, ze a + a = 0 dla wszystkich a € R (wskazéwka: rozwazy¢ (a + a)?).
(b) Udowodni¢, ze R jest przemienny (wskazowka: rozwazy¢ (a + b)?).
Niech C(R) oznacza zbior wszystkich funkeji ciagltych f: R — R z dzialaniami

(f +9)(x) = f(x) +9(x), (f-g)(x) = f(z)-g(2).

(a) Czy funkcja f(z) = x jest odwracalna w pierscieniu C(R)? Czy jest dzielnikiem
zera?

(b) Podaé przykiad funkeji odwracalnej w C'(R), réznej od funkcji stale rownej jeden
(jedynki pierscienia C'(R)).

(c) Ktore funkcje w C'(R) sa odwracalne?

(d) Poda¢ przyktad funkecji w C'(R), ktora jest dzielnikiem zera w C(R).

(e) Ktore funkcje w C'(R) sa dzielnikami zera?



